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 3 

 

ВСТУП 

Розв’язання задач з вищої математики часто пов’язано з багатьма 

складностями. Відомо, що при самостійному розв’язуванні задач студентам 

потрібні постійні консультації щодо способів їх розв’язування, оскільки знайти 

шлях до розв’язування задачі без допомоги викладача або відповідного 

підручника студентові не під силу. Допомогти студентам подолати ці 

складності, навчити їх застосовувати теоретичні знання до розв’язування задач 

-  основне призначення цього навчального посібника. 

 Метою видання є надання допомоги студентам у отриманні навичок з 

розв’язування типових задач, користуючись наведеними теоремами та 

формулами, а також детально розібраними прикладами.  Там, де це можливо, 

задачі класифікувалися за темами. До кожного нового типу подано задачі з 

розв’язуванням і кілька задач того самого типу для самостійного опрацювання. 

Основна форма навчання студентів – самостійна робота над навчальним 

матеріалом, яка складається з вивчення теоретичних положень за підручником, 

розгляду прикладів і розв’язання задач. При вивченні матеріалу за підручником 

треба переходити до наступного питання тільки після правильного зрозуміння 

попереднього, виконуючи на папері усі обчислення, навіть і ті, які пропущені у 

підручнику.  

Завершальний етап вивчення наведених частин дисципліни «Вища 

математика» - складання заліків та іспитів  відповідно до навчального плану, 

тому студент повинен пам’ятати, що тільки при  систематичній самостійній 

роботі допомога навчального видання буде носити ефективний характер. 
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    1. Подвійний інтеграл, його властивості. Обчислення  

подвійного інтеграла в декартових координатах 

 

 Нехай D обмежена область площини xoy  з кусково-гладкими межами, а 

функція  y,xf  визначена і обмежена в  області D . За допомогою сітки 

кусково-гладких кривих розбиваємо область D  на скінченне число 

елементарних підобластей  nD,...,D,D  21  з площинами nS,...,S,S  21  (рис. 

1.1). Множину цих елементарних частин області D   назвемо розбиттям  n . 

Нехай n найбільший з діаметрів елементарних областей nD,...,D,D  21 . У 

кожній з елементарних областей вибирається довільна  iii y,xN  точка.  

    

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.1 

Число  



n

i

iiin Sy,xf
1

  ставиться у відповідність кожному розбиттю n  

і називається інтегральною сумою розбиття n . 

 Якщо існує границя інтегральної суми n  при 0n , і якщо вона не 

залежить від способу розбиття області D  на елементарні підобласті iD  і від 

вибору точок  iii y,xN , то вона називається подвійним інтегралом від функції 

 y,xf  по області D  і позначається через  
D

dSy,xf .Таким чином, 

                                         




D

n

i
iii Sy,xflimdSy,xf

n 10



,                       (1.1) 

де       n,i,Sdiamd;dmax iii
ni

n 1
1




 . 

 Теорема. Подвійний інтеграл (1.1) існує, якщо в скінченній замкненій 

області D , обмеженій гладким або кусково-гладким контуром, функція  y,xf  

y

x

iD

iN

D
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або неперервна, або обмежена і має розриви на скінченному числі кусково-

гладких ліній. 

 

Властивості подвійного інтеграла 

 

1. Сталий множник можна винести за знак подвійного інтеграла: 

    

D D

dSy.xfcdSy,xfc . 

2. Подвійний   інтеграл   алгебраїчної суми дорівнює відповідній сумі     

інтегралів від складових: 

          

D D D

dSy,xgdSy,xfdSy,xgy,xf . 

3. Якщо  область D   розкласти на  скінчене число частин, тоді подвійний  

інтеграл по всій області D  дорівнює сумі інтегралів по всіх її частинах: 

 

          

D D DD n

dSy,xf...dSy,xfdSy,xfdSy,xf

21

. 

 

4. Якщо в замкненій області  D   функції   y,xf  і  y,xg  непевні й, задо- 

вольняють співвідношення  y,xf  y,xg , тоді справедлива нерівність: 

    

D D

dSy,xddSy,xf . 

 

5. Абсолютна величина інтеграла не перевищує інтеграла від абсолютної  

 величини підінтегральної функції: 

    

DD

dSy,xfdSy,xf . 

 

6. Теорема про середнє. Якщо  y,xf  і  y,xg  неперервні в скінченній   

замкненій області D , і  y,xg  знакостала в D , то справедлива формула: 

        

D D

dSy,xgy,xfdSy,xgy,xf 00 , 

 

де     Dy,xM 000 . 
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Обчислення подвійного інтеграла в  

декартових координатах 

 

 Нехай  функція  y,xf  неперервна в прямокутнику 

 dyc;bxaD  . Вираз dydxdS   є елементом площі в декартових 

прямокутних координатах. Подвійний інтеграл від функції  y,xf  по області D  

обчислюється за формулою: 

                                           

D

b

a

d

c

dyy,xfdxdydxy,xf .                             (1.2) 

 Якщо поміняти місцями x  і y  в (1.2), то буде справедливою рівність:  

    

b

a

d

cD

dxy,xfdydydxy,xf . 

 В останній формулі інтегрування ведеться спочатку по x  при сталому y , 

а потім одержаний результат інтегрується по y , тобто послідовно 

обчислюється два визначених інтеграли. 

 Нехай функція  y,xf  неперервна або кусково-неперервна в 

криволінійній області     xyyxy;bxaD 21  , де  xy1  і 

 xy2 функції, які неперервні на відрізку  b;a . Візьмемо область D  в 

прямокутник  dyc;bxa  , де c найменше значення  xy1  в  b;a ,  

d найбільше значення  xy2  в  b;a  (рис. 1.2). 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

   

Рис. 1.2 

 

y

x

d
 xyy 2

 xyy 1

D

c



a b
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y

 Визначимо у цьому прямокутнику функцію  y,xf  такими рівностями: 

 

   
   

 




  належить   точка якщо             0

 належить   точка якщо

.Dx,y,

;Dx,y,y,xf
y,xf


 

 

 Функція  y,xf  кусково-неперервна в прямокутнику  , тому, згідно 

формулою (1.2), маємо: 

         



b

a

d

c

dyy,xfdxdydxy,xf . 

 Звідси отримаємо наступну формулу: 

     
 

 

  

D

b

a

xy

xy

dyy,xfdxdydxy,xf
2

1

.                                           (1.3) 

 Якщо область інтегрування     yxxyx;dycD 21   (рис.1.3), 

то, змінюючи у формулі (1.3) роль x  і y , прийдемо до аналогічної формули: 

     
 

 

  

D

d

c

yx

yx

dxy,xfdydydxy,xf
2

1

.                                            (1.4) 

 

     

     

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.3 

 

 Якщо область D  не задовольняє наведеним для (1.3) і (1.4) умовам, а 

саме, вертикальні й   горизонтальні   прямі     перетинають її границю більше  

d

x

c

a b

 yxx 1

 yxx 2
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ніж у двох точках, то у цьому випадку область D  розбивають на частини, як 

розглянуто вище, й, підсумовуючи одержаний результат по кожній частині, 

обчислюємо інтеграл по всій області. 

 

Зразки розв’язування задач 

 

 Приклад 1. Обчислити інтеграл   dydxyx
D

  32 , якщо область D  

поширена на інтервалі  4321  y;x . 

  

        Розв’язання.  

        Шуканий інтеграл дорівнює 

       

4

3

2

1

3232 dyyxdxdydxyx . 

 Для функції yx 32  , яка розглядається як функція від x  при постійному 

y , первісною буде функція 
2

32
2

y
yx  .  

         Тому 

  
2

21
2

2

27
2468

2
3232

4

3

4

3

2





















 xxx
y

yxdyyx

y

y

. 

 Шуканий подвійний інтеграл дорівнює: 

 57
2

21
1214

2

21

2
2

2

21
2

2

1

22

1

,x
x

dxx

x

x







































 . 

 

 Приклад 2. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі 

  .dyy,xfdx

x

x


22

0 2

 

 Розв’язання.  

        Побудуємо  область інтегрування D, визначивши криві та прямі, якими 

обмежена ця область (рис. 1.4). 
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Рис. 1.4 

 Область D  аналітично має вигляд:  .xy;xy;x;xD 220
2   Межі 

інтегрування вибираємо по змінній y , для цього спроектуємо область D  на вісь 

Oy . Область D  проектується на відрізок  40;  осі Oy . Абсциса у цих межах 

змінюється від 
2

y
x   до yx  .  Таким чином, змінивши порядок 

інтегрування, матимемо: 

    

44

0

22

0 2 y

x

x

dxy,xfdydxy,xfdx . 

 Приклад 3. Обчислити подвійний інтеграл  
D

dydxxy , якщо область D  

обмежена кривими: 2
2xy  ; 2

3 xy  ; 0x . 

 Розв’язання.  Область інтегрування зображена на рис. 1.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.1.5 

 

y

x

4

2

2
xy 

xy 2

y

3

2

1

2
3 xy 

2
2xy 
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 Для обчислення заданого інтеграла краще скористатися формулою (1.3):  

 

 

  

   

.,

xx
xdxxxdxxxx

dxxx
x

dx
2

y
xdxyxdxdydxxy

D

x

x

x

x

2

23
5

3
29

2

1

5
3

3
69

2

1
369

2

1
469

2

1

43
2

1

0

531

0

42

1

0

442

1

0

422

1

0

3

2

1

0

3

2

2

2

2

2

































    




 

  

 Приклад 4. Розставити границі інтегрування двома способами й 

обчислити подвійний інтеграл  

dydxxcos

D

  , 

якщо область інтегрування обмежена лініями:  x;xy;xy 2 . 

  

       Розв’язання. 

 

  Область інтегрування зображена на рис. 1.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

Рис. 1.6 

 

 Для обчислення заданого інтеграла скористаємось спочатку формулою 

(1.3.): 

xy 

y

x

xy 2

2




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     

D

x

x

x

x

dxxcosxdxyxcosdyxcosdxdydxxcos

 

0

2

0

2

0

.                 

 Останній інтеграл проінтегруємо за частинами: xu  ; dxxcosdv  ; 

dxdu  ; xsin . Тоді  

    211

0
00

 
 

xcosdxxsinxsinxdydxxcos

D

; 

    211

000

 




xcosxdxsinxsinxxdxdycos

D

. 

 Якщо для  обчислення даного інтеграла скористатися формулою (1.4), то  

2

y
x   і yx   при  y0 ; 

2

y
x   і x  при  2 y . 

 Отже, область D треба розбити на дві області, після чого маємо: 

          dyxsindyxsindxxcosdydxxcosdydydxxcos
y

y
y

y

y

D

y 




  


2

2
2

2

22

00

2

 

  ,

y
cos

y
cosycosdy

y
sindy

y
sinysin

212211

2
2

2
2

22

2

0

2

0






































 









 

 

тобто ми одержали такий же результат, що й раніше.  

 

 Приклад 5. Змінити порядок інтегрування й обчислити повний інтеграл 

  




2

1

2

0

1

0 0

3
yy

dxxdydxxdyI . 

 Розв’язання. 

 

 Побудуємо область інтегрування D, яка обмежена кривою 3
yx  , прямою 

yx  2  та віссю oy  (рис.1.7.). 
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Рис 1.7 

 

 Спроектуємо область D на вісь ox  у відрізок  10; , на якому y  змінюється 

від 3 x  до x2 . 

 Таким чином , 

 

.

x
xx

dxxxxdxyxdyxdxI

x

x

x

x

21

5

7

3

3

1
1

7

3

32
22

1

0

3 7
321

0

3

4

2

2
1

0

1

0

2

33



































  




 

Завдання для самостійної роботи 

 

 Ι. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі: 

 а)   dyy,xfdx

x

 
1

0

2

1

; 

 б)   dxy,xfdy

y

y

 
1

0

; 

 в)   dxy,xfdy

y

y

 




1

0

4

12

2

; 

 г)     dyy,xfdxdyy,xfdy

xy

  




2

1

2

0

1

0

12

0

2

. 

         

                   

2

1

y

x

3
yx 

yx  2
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 ΙΙ. Обчислити подвійний інтеграл: 

 а)   dydxyx

D

  2 , 








.x

;xy;xy
:D

2

3
 

 б)  











D .yx

,xy
:D,xdxdyy

6

2
2  

 в)   









.yx

,xy,x
:D,dxdy

y

x

D
1

4

2
 

 г)   













D
.y,y

,x,x

:D,xydxdycosy




2

21

 

 

2. Обчислення подвійного інтеграла в полярній системі координат. 

Застосування подвійних інтегралів до задач геометрії. 

 

 У випадку полярної системи координат  siny,cosx  .  Тоді 

елемент площі в полярних координатах має вигляд: 

 dddS  . 

 Подвійний інтеграл в полярній системі координат обчислюється за 

формулою: 

                        
 

 
   









 ,dcosfddxdyy,xf

D

2

1

                      (2.1) 

де      і  відповідно найменше й найбільше значення змінної   в області 

  1;D  і    2 рівняння межі D  (рис. 2.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.1 

 2

 1




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 Об’єм тіла. Для  циліндричного тіла твірні якого паралельні осі Oz , яке 

обмежене знизу областю D  площини xOy , а зверху – поверхнею   0 y,xfz , 

об’єм обчислюється за наступною формулою: 

      

D

,dydxy,xfV                                        (2.2) 

де    y,xf функція неперервна в області D . 

 Площа поверхні обертання. Якщо поверхня  y,xfz   проектується на 

площину xOy  у вигляді області D , то площа поверхні  y,xfz   обчислюється 

за формулою: 

                                
D

yx dydxfyxfр 22 ,1 .                              (2.3) 

 Площа плоскої фігури. Якщо   1y,xf , а   Dy,x  , то циліндричне тіло, 

об’єм якого обчислюється за формулою (2.2), перетворюється в прямий циліндр 

з висотою, яка дорівнює 1. Об’єм такого циліндра дорівнює площі його основи. 

Отже, площа області D  буде обчислюватися за формулою: 

                                                 
D

dydxS .                                                    (2.4) 

Для полярної системи координат 
D

ddS  . 

 

Зразки розв’язування задач 

 

 Приклад 1.  Перейти до полярних координат і обчислити подвійний 

інтеграл  

D

yx
22

1 , де область D  обмежена колом 1
22  yx . 

 Розв’язання.  

         Покладемо   cosx   і застосуємо формулу (2.1). Оскільки ,yx
222   

то 

   

D D

dddxdyyx  222 11 . 

 Для рівняння кола: 1020   ; . Тоді подвійний інтеграл за 

формулою (2.1) буде мати вигляд: 
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    

D

dddxdyyx




2

0

1

0

222
11 . 

 Для інтеграла  

1

0

2
1  dI  введемо заміну: ,t 2

1   ,dtd  2  

01
2

  ,
dt

d . Тоді 

  
3

1

3

2

2

1

2

1
0

1

3
0

1

  tdttI . 

 Шуканий інтеграл дорівнює: 

    

D

dddydxyx
3

2
2

3

1

3

1

3

1
1

2

0

2

0

22 


 

. 

 

 Приклад 2.  Обчислити площу області D , обмежену лініями: 2
xy   і 

2 yx . 

 Розв’язання.  Область  являє собою фігуру, обмежену знизу параболою 

2
xy  , а зверху прямою xy  2  (рис. 2.2). 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

Рис. 2.2 

 

 Розв’язуючи сумісно рівняння параболи й прямої, знаходимо точки їх 

перетину: 

 .x;x;xx
,xy

;xy
1202

2
21

2
2











 

                           

2

y

x
2 1 2

2
xy 

xy  2
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Згідно (2.4), маємо: 

   






















  

1

2

321

2

2
1

2

2
2

1

2
32

22

2 2

xx
xdxxxdxydydxS

x

x

x

x

 

  

 54
3

8
24

3

1

2

1
2 ,








 (кв.од.). 

 

 Приклад 3. Обчислити площу фігури, обмежену лініями, застосовуючи 

полярну систему координат: 

    02
3222  a,axyx . 

 Розв’язання.  Покладемо   sinx   і запишемо рівняння даної кривої у 

вигляді:   334
2 cosa  .  Отже,  3

2 cosa . 

 Побудуємо отриману криву на площині xOy  (рис.2.3). 

 

  

 

 

 

 

                                                              

 

 

Рис. 2.3 

 Так як крива  3
2 cosa  симетрична відносно вісі Ox  і розташована в I 

та IV квадрантах, то площа області, яку утворює крива, можна знаходити як 

12 S , де  1S площа відповідної області 1D  в межах 
2

0


  .  Отже, маємо: 

 

   
2

3

2
3

2

0

62

2

00

2

0

2

0

4
2

222

 









dcosadddddS

cosa
cosa

D

 

y

x
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   






 


2 2

0 0

32
23

2
223231

22

21
4

 




dcoscoscos
a

d
cos

a  

   









2 22

0 0

2
2

2
2

0

2

221
2

2
2

3
2

2

3

2

 

 dcossin
a

dcos
a

sin
a

. 

 В останньому інтегралі введемо заміну:  ,ts i n 2    ,d tdc o s 22  

00
2

2  t,
dt

dcos  . Отже, останній інтеграл дорівнює нулю.  Тоді 

  







 

22

0

22

0

22

4

4

4

3

4
41

4

3

4









 sinaa
dcos

aa
S  

8

5

8

3

4

222
aaa 

 (кв.од.). 

 

 Приклад 4.  Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнями 

1
22  yxz ; 00003  z;y;x;yx . 

 Розв’язання.  Задане тіло обмежено зверху частиною параболоїда 

обертання 1
22  yxz , а знизу – частиною площини xOy , вміщеною між 

прямою xy  3  та осями координат x  і y  (рис. 2.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

Рис. 2.4 

 

                                       

z

y

x

1

3

3

xy  3
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За формулою (2.2) дістанемо: 

     

D

dydxyxV 1
22  . 

 Розставляючи межі інтегрування в подвійному інтегралі, отримаємо: 

  


















  dxy
y

yxdyyxdxV

x
x

3

0

3

0

3
2

3

0

3

0

22

3
1  

 

 
 

 

































3

0

3
232

3

0

3
2

3
3

39933
3

3
3 dxx

x
xxxxdxx

x
xx  

 
























3

0

3

0

243
32

12
2

10
43

4

3
61210

3

4
6 x

xxx
dxxxx  

1836452754  (куб.од.). 

  

 Приклад 5.  Обчислити площу бокової поверхні, обмеженої конусом 

222
yxz   та площиною 2z . 

 Розв’язання.  Тіло обертання, площу бокової поверхні якого треба 

знайти, зображено на рис. 2.5. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

          

Рис. 2.5 

                            

z

x

y

2

22
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Знайдемо частинні похідні функції 22
yxz  : 

 
2222

yx

y

y

z
f,

yx

x

x

z
f yx















 . 

 Підставивши xf   і yf   у формулу (2.4), одержуємо: 

  











DDD

dydxdydx
yx

yx
dydx

yx

y

yx

x
P 2

22
1

22

22

22

2

22

2

. 

 В останньому інтегралі перейдемо до полярної системи координат: 

,cosx    siny  . 

 Тоді за формулою (2.1) маємо: 

 







  

2

0

2

0

2

0

2

0

22

0

222
2

222 dddddP

D

 (кв. од.). 

 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

I.  Перейти до полярних координат і обчислити подвійний інтеграл: 

 а)  



















D .y

;yx

;yx

:D,xdxdy

0

9

1

22

22

 

 б)  .ayx:D,dxdye

D

yx
  222

4
22

 

 

ΙΙ. Обчислити площу D, обмежену лініями: 

 а) ;yx,yx 54   

 б) ;xyxy  11
2  

 в)   .yxxy 11
222
  

 

ІІІ.  Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнями  22
22  y,zxy . 
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IV.  Обчислити площу бокової поверхні, обмеженої верхньою половиною  

 сфери  16
222  zyx .   

 

3. Застосування подвійного інтеграла для 

 деяких задач механіки 

 

 Статичним моментом матеріальної точки відносно будь-якої осі 

називається добуток маси цієї точки на відстань її від цієї осі. Для точки  y,x  з 

масою m  статичні моменти xM  і yM  відносно осей Ox  і Oy  обчислюються 

відповідно за формулами : 

            mxM;myM yx  . 

 Статичним моментом системи матеріальних точок  ii y;x  з масами  

im  називається сума статичних моментів усіх точок. Отже, 

                           
 


n

i

n

i
iiyiix mxM;myM

1 1

.                              (3.1) 

 Центром мас системи матеріальних точок називають таку точку, в 

якій, якщо зосередити масу системи 



n

i
imm

1

, статичний момент відносно 

будь-якої осі буде дорівнювати відповідному статичному моменту усієї 

системи. Якщо центр мас знаходиться у точці   cc y,xC , то 

 myM cx  ;             mxM cy  , 

звідки 

 
m

M
x

y
c  ;                  

m

M
y x

c  . 

 Розглянемо на площині xOy  матеріальну пластинку, яка має форму 

замкненої області D , в кожній точці якої густина визначається функцією 

 y,x  , де  неперервна функція в області D . Якщо пластинка однорідна, 

то будемо вважати  const . 

 Розіб’ємо область D  довільним чином на n  часткових областей iD  з 

площами iS . У кожній з таких областей довільно оберемо точки  ii ,  (рис. 

3.1). Тоді маса пластинки буде обчислюватися за формулою: 
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                                      



n

i
iii S,M

1

 .                                         (3.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1 

 

 Якщо перейти до границі за умови, що кожна з часткових областей 

стягується у точку, то отримаємо точний вираз для маси пластинки: 

 

                                                    

D

dSy,xm                                           (3.3*) 

 Для декартової системи координат елемент площі dS  дорівнює 

dydxdS  . 

 Згідно з формулами (3.1) і (3.3), одержимо формули для обчислення 

статичних моментів неоднорідної пластини: 

    

 

 








D

y

D

x

.dydxy,xxM

;dydxy,xy
M





                                         (3.4) 

 Координати центра  мас пластинки обчислюється за формулами (3.2). 

 

Момент інерції пластинки 

 

 Осьовим моментом інерції матеріальної точки відносно будь-якої осі 

називається     добуток маси   m  цієї     точки      на квадрат її відстані від цієї 

y

x

D

i

i
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 осі. Для точки  y,x  з масою m  осьові моменти інерції обчислюються за 

формулами: 

  mxI,myI yx  22 . 

 В декартовій системі координат формули для обчислення моментів 

інерції неоднорідної пластинки мають вигляд: 

   

 

 







D

y

D

x

.dydxy,xxI

;dydxy,xyI





2

2

                                                  (3.5) 

 Досить часто в механіці розглядається момент інерції матеріальної точки 

відносно даної точки – полюса. Цей момент інерції 0I  називається полярним і 

обчислюється за формулою: 

     ,myxI
22

0    тобто  yx III 0 .                            (3.6) 

 Відцентровим моментом інерції матеріальної точки відносно двох 

осей називається добуток маси точки на її відстані від цих осей. Якщо осями є 

координатні осі, то відцентровий момент інерції точки  y,x  обчислюється за 

формулою: 

  myxI xy  .                                                                             (3.7) 

 Для неоднорідної пластинки формули (3.6) і (3.7) будуть мати вигляд: 

 

   

 







D

xy

D

.dydxy,xyxI

;dydxy,xyxI



22
0

                                                              (3.8) 

 Якщо вісь проходить через центр мас пластинки, то вона називається 

центральною. Якщо відцентровий момент інерції дорівнює нулю, то відповідні 

вісі називаються головними вісями інерції. Головні вісі, що проходять через 

центр мас, називаються головними центральними вісями інерції. 

 Якщо пластинка являє собою криволінійний сектор, обмежений прямими  

 2121   ,  й кривою    , то після переходу до полярної 

системи координат маємо: 
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.ddsinI;ddI

;ddcosI;ddsinI

;ddcosM;ddsinM;ddm

D D

xy

D

y

D

x

D

y

D

x

 



 













2
2

1 33
0

2323

22

      (3.9) 

 Якщо пластинка симетрична відносно деякої осі, то центр має пластинки 

лежить на цій осі. 

 

Зразки розв’язування задач 

 

 Приклад 1. Знайти масу однорідної  пластини, обмеженої лініями: 

0 x;xsiny;xcosy . 

 Розв’язання.  Область D , яку займає пластина в площині xOy , зображена 

на рис. 3.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.2 

 

 Точка перетинання кривих xcosy   і xsiny   має абсцису 
4


x . За 

формулою  (3.3*) для  1  маємо: 

    4012

4
44 4

0
00 0

,xcosxsindxxsinxcosdxydydxm

xcos

xsin

xcos

xsin

   


 

. 

                              

4



2

 
x

y

1
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 Приклад 2. Пластина обмежена параболою xy 2
2   та прямою, яка 

проходить через фокус параболи перпендикулярно до її осі. Знайти масу 

пластини, якщо в кожній її точці густина обернено пропорційна відстані точки 

від директриси параболи. 

 Розв’язання.  За умовами задачі густину можна виразити таким чином: 

   

2

1

1




x
 . 

 Дана пластина симетрична відносно осі  x0  (рис. 3.3), тому можна знайти 

масу половини пластини 

 

 

  

 

 

 

 

 

Рис. 3.3 

        За формулою (3.3*) маємо: 

 












2
1

2
1

2
1

0 2

1

2

0
0 2

1

2

0 2

1
02

1
2

2

1

dxx

x
dx

x

y

x

dy
dx

x

dydx
m

x

D

x

.        (3.10) 

Для останнього інтеграла введемо заміну: ,dttdx,tx 2
2   

2

1
0  t . 

Тоді співвідношення (3.10) можна записати таким чином: 










































   

2

1

2

1
2

1

2

1

0 00 0 2

12

2

12

2

22
2

1

2

1
2

2

1
22

2

1
tarctg

t

dt
dt

t

dtt
m  











4
12


. 
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 Тоді маса  всієї пластини дорівнює 









4
122


m . 

 

 Приклад 3.  Знайти  координати центра мас однорідної  пластини, 

обмеженої кривими yx,xy  22 . 

 Розв’язання. Параболи перетинаються  у точках  00,  і  11,  (рис. 3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.4 

 

 Оскільки пластина однорідна, то 1  , і маса пластини знаходиться за 

формулою (3.3*): 

 

 
3

1

33

2
1

0

3
3

1

0

2
1

0 2















   

x
xdxxxdydxdxdym

D

x

x

. 

Статичні моменти  знаходяться за формулами (3.4): 

 

    

D

x

x

x

x

x dxxxdx
y

ydydxdydxyM

2 2

1

0

4
1

0

21

0
2

1

2
 

20

3

522

1
1

0

52

















xx
; 
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     















1

0

3
1

0

1

0

2
3

22

dxxxdxyxxdydxdydxxM

x

x

x

xD

y
20

3

45

2
1

0

4
5 
















x
x

. 

 Отже , за формулою (3.2), координати центра мас дорівнюють: 

  
20

9

20

9
 cc y;x . 

 

 Приклад 4. Знайти моменти інерції відносно координатних осей, 

полярний і відцентровий моменти інерції однорідної пластини, обмеженої 

лініями  xy,
x

y 
2

2

. 

 Розв’язання.  Парабола і пряма перетинаються у точках з абсцисами 

0x  і 2x  (рис. 3.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.5 

 

 Оскільки пластина однорідна, то будемо вважати  1 . За формулами 

(3.5) маємо: 

 

    















D

x
x

x

x x

dx
x

xdx
y

dyydxdydxyI

2

0

2

0

6
3

2

0

3
22

2

2
2

2 83

1

3
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7

4

56

814

3

16
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









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xx
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   















2
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4
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2

0

22
2
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2

2

2

2
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x
x
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y

xx
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4

104

2

0

54

















xx
. 

 Для обчислення полярного і відцентрового моментів інерції 

використовуємо формули (3.8). Отже 

    






























D

x
x

xy

x x
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x
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y

xdyyxdxdyxydxI
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5
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2
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2

2 42

1
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3

2

2442

1
2

0
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















xx
; 

35

48

5

4

7

4
0 I . 

 

 Приклад 5. Дана однорідна пластина, обмежена лініями 

,yx 1
22  00  y,x . Знайти координати центра мас пластини, її моменти 

інерції відносно координатних осей, полярний та відцентровий моменти інерції. 

  

Розв’язання.  Оскільки пластина симетрична відносно прямої xy   (рис. 3.6), 

то її центр мас знаходиться на цій прямій, а звідки випливає, що 

yxyxcc II,MM,yx  .     

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.6 

 

 

                             

1

1

y

xy 

x
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 Якщо пластина однорідна, то будемо вважати  1 , і маса пластини 

 дорівнює її площі 
4


m . 

 Зважаючи на форму і розташування пластини, обчислення будемо 

здійснювати у полярній системі координат, використовуючи формули (3.9): 















    








dsindsindydxdyMM

D

yx

1

0

31
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2
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3
2

3

3
 

  .cos
3

1

3

1 2
3







  

 Тоді  
3

4
 cc yx . 

 Осьові моменти інерції пластини відносно x  та y , згідно (3.9), 

дорівнюють: 




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sin
dcos . 

Полярний момент інерції пластини, згідно (3.6), дорівнює  
8

0


I . 

Відцентровий момент інерції пластини за формулами (3.9) дорівнює: 
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Завдання для самостійної роботи 

 

1. Знайти масу однорідної пластини, обмеженої лініями xsiny   і xy


2
 . 

2. Знайти координати центра мас пластинки, обмеженої параболою 2
2 xxy   

та віссю Ox . 

3.  Обчислити   момент  інерції  прямокутника  зі сторонами  2 і 4  відносно  

      точки перетину його діагоналей. 

4.   Знайти моменти інерції відносно вісі Oy  однорідної пластини, обмеже- 

      ної лініями  6
2  yx,xy . 

5.  Обчислити відцентровий момент інерції однорідної пластини, обмеже- 

      ної лініями  003694
22  y,x,yx . 

6.   Знайти момент інерції однорідної еліптичної пластини з півосями a  і 

      b  відносно осі Oy . 

 

 

4. Обчислення криволінійних інтегралів першого та другого 

роду. Формула Гріна. Умови незалежності криволінійного 

 інтеграла від шляху інтегрування 

 

 Нехай  L кусково-гладка просторова крива з початком у точці A  і 

кінцем в точці B , на якій визначена і неперервна функція  MF . Інтегральною 

сумою розбиття дуги AB  на nелементарних частин довжини nS,...,S,S  21  

називається наступна функція  



n

k
kkn SNF

1

 , де kN довільна точка на 

елементарному відрізку  kk M,M 1  розбиття. 

 Криволінійним інтегралом першого роду від функції  MF  по дузі AB  

називається границя (якщо вона існує) інтегральної суми розбиття n  при  

0kSxmax   та n , яка не залежить від способу розбиття дуги AB  

точками kM  на елементи і вибору точок kN  в частинних дугах довжини kS  і 

позначається таким чином: 
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   







n

k
kk

n

Smax
AB

SNFlimdSMF
k 10




. 

 Нехай на кусково-гладкій просторовій кривій L  задана векторна функція 

 Ma , яка має проекції      MR,MQ,MP  на осі вибраної декартової системи 

координат. Інтегральною сумою розбиття дуги AB  на n  елементарних частин  

nl,...,l,l  21  з проекціями  kkk z,y,x   називається функція: 

      ,zNRyNQxNP kkkkkk

n

k
n   

1

 

де  ;zzz;yyy;xxx kkkkkkkkk 111           kN довільна 

точка на kl . 

 Криволінійним інтегралом другого роду від векторної функції  R,Q,Pa  

по дузі AB  називається скінчена границя інтегральної суми n  при 

0kSmax   (якщо вона існує і не залежить від способу розбиття дуги AB  на 

елементи і вибору точок kN ). Інтеграл має вигляд: 

dzRdyQdxPlimrda

AB

n
Smax

AB k

 



 0

, 

де  r радіус вектор точки;   rda скалярний добуток. 

Для криволінійних інтегралів першого і другого роду має місце 

залежність: 

    dSMardMa

ABAB

  , 

де   Ma проекція вектора  Ma  на вектор  , який напрямлений по дотичній 

до дуги AB  в точці M    в бік від A  до B . 

 

Властивості криволінійних інтегралів 

 

1. Криволінійні інтеграли першого й другого родів не залежать від вибору    

    початкової точки на цьому контурі. 

2. Криволінійний інтеграл першого роду не залежить від напряму обходу    

    шляху інтегрування. 
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3. Інтеграл другого  роду  залежить  від напряму  обходу дуги AB , а  саме 

  rdarda

BAAB

  . 

4. Теорема про середнє. Якщо функція  MF  визначена й неперервна на  

     гладкій дузі  AB  (включаючи  її кінці), то на  цій  дузі знайдеться така  

     точка M  , для якої має місце наступна рівність: 

                                           AB

AB

SMFdsMF  . 

де  ABS довжина дуги  AB . 

 Тобто криволінійний інтеграл першого роду дорівнює добутку 

середнього значення підінтегральної функції на довжину шляху інтегрування. 

 

Обчислення криволінійних інтегралів першого роду 

 за плоскою областю 

 

I. Крива BA


 задається рівнянням  xyy  , а точки A  і B  задані своїми  

    координатами    2211 y,xB,y,xA : 

         

AB

x

x

x dxyxy,xFdsy,xF
2

1

2
1 .                                       (4.1) 

II.  Крива BA


 задається параметричним рівнянням 
 
 

,
tyy

txx








де 21 ttt  . 

            dtyxty,txFdsy,xF tt

AB

t

t

22
2

1

  .                               (4.2)   

III. Крива  BA


 задається рівнянням     ,   де  BA   . 

        

AB

dsin,cosFdsy,xF
2

1

22




  .                        (4.3) 

 Обчислення криволінійних інтегралів другого роду 

за плоскою областю 

I.  Крива BA


 задана рівнянням  xyy  , а точки A  і B  задані     кордина- 

    тами    2211 y,xB,y,xA : 



 32 

            

AB

x

x

x dxyxy,xQxy,xPdyy,xQdsy,xP
2

1

.          (4.4) 

II.  Крива BA


 задається параметричними рівняннями 
 
 

,
tyy

txx








    

     BA ttt  . 

               









AB

t

t

tt

B

A

dtytytxQxty,txPdyy,xQdsy,xP .     (4.5)  

III. Крива  BA


 задається рівнянням     ,     BA   . 

    

AB

dyy,xQdxy,xP  

      
B

A

dcossin,cosQsinsin,cosP





 .      (4.6) 

 Формула Гріна встановлює зв’язок між подвійним інтегралом по плоскій 

області й криволінійним інтегралом по контуру цієї області. Формула Гріна має 

вигляд: 

    dyy,xQdxy,xQdxdy
y

P

x

Q

D Г


















  , 

де  Г – контур області    y,xQ,y,xP;D функції неперервні в області D , для 

яких  існують неперервні частинні похідні 
x

Q




 і 

y

P




. 

 Нехай функції         y,xQ,y,xP,y,xQ,y,xP xy   визначені і неперервні в 

однозв’язній обмеженій замкненій області D  площини xOy . Тоді величина 

криволінійного інтеграла 

    

AB

dyy,xQdxy,xP  

не залежить від шляху інтегрування, а лише від початкової й кінцевої точок 

інтегрування та від функцій P  і Q , якщо буде виконуватися рівність: 

.
x

Q

y

P









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Зразки розв’язування задач 

 

 Приклад 1.  Обчислити криволінійний інтеграл 
L yx

dl

9
22

, де 

L відрізок прямої, яка сполучає точки  00,O  і  31,A . 

  

         Розв’язання.  

         Рівняння прямої, якій задовольняють задані точки, знаходиться за 

формулою: 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









, 

де     2211 y,x,y,x задані точки. 

 Пряма OA  має вигляд:  ,
yx

31
  або  xy 3 .  Звідси  dxdl,y 103  . 

 За формулою (4.1) матимемо 

   

















L

xxln

x

dx
dx

xyx

dl
1

0

1

0

1

0

2

2
2

222 10

9

10

3910

10

9

 

3

1910

10

9

10

19
1


 lnlnln . 

 Приклад 2.  Обчислити криволінійний інтеграл першого роду   

L

dlyx , 

де L коло  xyx 2
22  . 

 Розв’язання. 

         Перейдемо до полярних координат: ,cosx    siny  . Рівняння 

кривої L  набуває вигляду  cos2 , де  
22





 . Для обчислення 

інтеграла застосуємо формулу (4.3), оскільки  sin2 . Отже 

 

             ddsincosddl 244
2222  ; 



 34 

         
 

2

2

2

2

2

2

4422
2













 cosdcosdcosdsincoscosdlyx

L

 

 
2

2

2

2

2

2

2

2
2

2
4212

2




























 

sincos
dcos 


2

22
2 








 . 

 Приклад 3. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду  

L

ydxxdy , 

де L дуга циклоїди    tcosay,tsintax  1  між точками  02 ,A   та 

 00,B . 

  

        Розв’язання. 

        Знайдемо похідні функцій x  та y  за параметром t : 

  tsinay;tcosax tt  1 . 

 За формулою (4.5) матимемо 

      

L

dttcosatsintsintaydxxdy

0

2

222
1



 

   
0

2

222
21



dttcostcostsintsinta  

 

   































 

0

2

2
0

2

0

2

2
12


 

tcosta

ctcos

tdtsinv

;dvtdtsin

;dtdu;ut

dttcosdttsinta  

 

  





2
0

2

2
0

2

0

2
62222 atsinatsinttdtcos 
















  . 

 

Приклад 4.  Обчислити криволінійний інтеграл   

L

dyxydx
2 , де 

L відрізок прямої від точки  11,A  до точки  32,B . 
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Розв’язання.  

 Запишемо рівняння прямої, що проходить через точки A  і B : 

12122
2

1

1

1






xy;yx;

yx
. 

Тоді  dxdy 2 . Скористаємось формулою (4.4): 

   















L

x
x

x
dxxxdyxydx

2

1

2

1

32
22

3

2
11

3

16
24

3
2

2
2212

3

20

3

14
2  . 

 

 Приклад 5. Обчислити інтеграл    

L

xdydxyx   вздовж ламаної OBA , 

де    2400 ,A,,O    і  02,B  . 

  

        Розв’язання.  

        Вздовж ламаної OBA  на ділянці OB маємо 0y  і 0dy , на ділянці  :BA  

dxdy,xy  2 . 

 Тому, згідно з формулою (4.4), маємо: 

                       

OB BAL

xdydxyxxdydxyxxdydxyx  

                 4222
22

2

4

2

2
2

0

22

0

4

2















   x

xx
dxxxxxdx . 

  

Приклад 6. Обчислити інтеграл 

 


L yx

dl

322

, де  L частина 

гіперболічної спіралі 1  від 3  до  22 . 

 

Розв’язання. 

Розглянемо полярну систему координат:  cosx  ,  siny  . Тоді 











 dddl;;

2

2

422

11111 
 . 
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За формулою (4.3) маємо 

 
  








22

3

2
22

3
3

2

2

322

1
1

1






dd

yx

dl

L

 

 
3

19
49

3

1

3

2

2

1

2

1

922

4

2

21

33

9

4

3

9

4

2











  tdtt

;t при

;t3 при

;
dt

d

;dtd;t









. 

 

 Приклад 7.  За допомогою формули Гріна обчислити криволінійний 

інтеграл     

L

dyyxxydxyxxy 3232 , де L коло xyx 4
22  . 

 Розв’язання.  

         За умовами задачі    yxyxy,xP 32  ;  

  yxxyy,xQ 32  . Отже 23 








y

x

Q
;x

y

P
. 

 За формулою Гріна 

 

        

L D

dxdyxydyyxxydxyxxy 323232  

 

  

D

dxdyxy 5 . 

 Область D коло  з центром в точці  02,  і радіусом 2R . Рівняння кола 

має вигляд: 

  42
22
 yx . 

 Перейдемо до полярних координат з полюсом у центрі  02;O . Рівняння, 

яке зв’язує  y,x  і полярні координати   ,  з полюсом у точці  02;O , має 

вигляд: 20202   ,,siny;cosx . 

Таким чином,       

D

dcossinddxdyxy




2

0

2

0

525  
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   




























2

0

2

0

2
2

0

3
2

0

32

0

2

0
2

3
33

3 dcossindcossind  





12
3

8
12

3

8
6

3

8

3

8
2

0









 sincos . 

 

 Приклад 8.  Чи залежить криволінійний інтеграл від шляху інтегрування     

 

L

dyyxdxyx
3443  ? 

  Розв’язання.  

        За умовами задачі:      3443
yxy,xQ;yxy,xP  . Знайдемо часткові 

похідні 
y

P




 і 

x

Q




: 

x

Q

y

P
;yx

x

Q
;yx

y

P


















 3333 44 . 

Отже, інтеграл залежить від шляху інтегрування. 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

I. Обчислити криволінійні інтеграли: 

а)  


L

,
yx

dl
 де L відрізок прямої між точками  20 ;A  і  04;B ; 

б)  
L

dlxy , де  L прямокутник з  вершинами      ,,B,,A,,O 240400   20,C ; 

в)    

L

n
dlyx

22 ,  де L коло 222
ayx  ; 

г) 
L

,dly
2  де  L арка циклоїди  ,tsintax     ,tcosay  1  20  t ; 

д)  

L

dyxdxy
22 , де L верхня половина еліпса  tsinby,tcosax   по ходу 

стрілки годинника; 

 

е)   

L

xdydx
x

y
,  де L лінія xlny   від точки  01,A  до точки   1,eB . 
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II.  За допомогою формули Гріна обчислити криволінійний  інтеграл  

          

L

dyyxxydxyxxy , де  L коло axyx  22 . 

 

III.  Вказати криволінійний інтеграл по координатах, який не залежить від 

       шляху інтегрування 

 а)   

L

dyysinxdxxy 3 ; 

 б)   

L

xdyydx ; 

 в)   

L

dyydxx
32 . 

 

5.  Звичайні диференціальні рівняння. Диференціальне рівняння першого 

порядку. 

 

 Диференціальним рівнянням називають рівняння, яке зв’язує 

незалежну змінну x , шукану функцію y  та її похідні (або диференціали): 

   0 n
y,...,y,y,y,xF , або 

 

0
2

2
















n

n

dx

yd
,...,

dx

yd
,

dx

dy
,y,xF . 

 Порядок диференціального рівняння визначається найвищим порядком 

похідної (диференціала) цього рівняння. 

 Розв’язком диференціального рівняння називається функція  xy  , яка 

при підстановці  у  це рівняння перетворює його на тотожність. 

 Диференціальне рівняння першого порядку має вигляд 

 

                    0y,y,xF ,                                                    (5.1)     

де  x   незалежна змінна,  y  шукана функція, y похідна шуканої функції. 

 Якщо рівняння можна розв’язати відносно похідної, то його записують у 

вигляді 
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 y,xfy  . 

 Розв’язком диференціального рівняння (5.1) на деякому інтервалі  b,a  

називається диференційована на цьому інтервалі функція  xy  , яка при 

підстановці в рівняння (5.1) перетворює його на тотожність на  b,a . 

 Функція  C,xy  , де C довільна стала, називається загальним 

розв’язком  рівняння (5.1) в області G , якщо вона задовольняє дві умови: 

 1) функція  C,xy   є розв’язком рівняння при будь-якому значенні 

сталої C  з деякої множини; 

 2)  для довільної точки   Gy,x 00   можна знайти таке значення 0CC  , що 

функція  0C,xy   задовольняє початкову умову: 

  000 yC,x  . 

 Частинним розв’язком рівняння (5.1) називається функція  0C,xy  , 

яка утворюється із загального розв’язку  C,xy   при певному значенні 

0CC  . 

 Якщо загальний розв’язок диференціального рівняння знайдено в 

неявному вигляді, тобто   0C,y,x , то такий розв’язок називають загальним 

інтегралом диференціального рівняння (5.1). 

Види  диференціальних рівнянь першого порядку: 

1. Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними. 

2. Однорідні диференціальні рівняння. 

3. Лінійні диференціальні рівняння. 

4. Диференціальні рівняння Бернуллі. 

 Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними мають 

вигляд: 

        ygxfy  ,  

                                              (5.2) 

де   xf  і  yg задані і неперервні на деякому інтервалі функції. Вважаючи, 

що  
dx

dy
y   , дістанемо 

   ygxf
dx

dy
         або           

 
 dxxf

yg

dy
 ,    0yg .                        (5.3) 

         Рівняння (5.3) називається рівнянням з відокремленими змінними. 
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 Інтегруючи обидві частини останнього рівняння отримаємо загальний 

інтеграл диференціального рівняння з відокремлюваними змінними: 

 
    Cdxxf

yg

dy
. 

         Диференціальне рівняння (5.2) є окремим випадком рівняння виду: 

 

           02211  dyyNxMdxyNxM                                (5.4) 

         Для відокремлення змінних у цьому рівнянні досить обидві його частини  

поділити на добуток     xMxN 21  ,        00 21  xM;yN . 

 Функція  y,xf  називається однорідною функцією n го виміру відносно 

змінних x  та y , якщо для довільного 0  виконується тотожність: 

 

   y,xfy,xf
n  . 

 Диференціальне рівняння 

                                           y,xfy                                               (5.5) 

 називається однорідним, якщо функція  y,xf  є однорідною функцією 

нульового виміру, тобто,    y,xfy,xf  . 

 Підстановкою 
x

,uxuy,uxy
1

  ,  де   xu невідома функція, 

рівняння (5.5) зводиться до рівняння з відокремленими змінними: 

 

  x

dx

uu,f

du


1
. 

 Лінійним диференціальним рівнянням першого порядку називається 

рівняння виду 

                                                      xQyxPy  ,                                         (5.6) 

де   xP    та  xQ задані і неперервні на деякому проміжку функції. 

          Розв’язок рівняння (5.6) знаходимо у вигляді 

                                                          uvy  ,                                                   (5.7) 

де   xu  та  xv  невідомі функції, причому одна з них функція довільна (але 

не дорівнює тотожно нулю). Після підстановки (5.7) в рівняння (5.6) рівняння 

(5.6) перетворюється на систему 2-х рівнянь з відокремлюваними змінними. 
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Рівняння Бернуллі має вигляд 

                                                   
yxQyxPy  ,                                       (5.8) 

де  10   ,,R . 

         При 0    рівняння (5.8) буде лінійним, при   1 рівнянням з 

відокремлюваними змінними. Метод розв’язання рівняння Бернуллі такий саме 

як і для лінійного рівняння, тобто розв’язок його знаходимо у вигляді vuy  . 

 

Зразки розв’язування задач 

 

 Приклад 1.    Розв’язати рівняння: 

  09
2  dyydxyx . 

 Розв’язання. 

           Це рівняння є диференціальним рівнянням з відокремлюваними 

змінними. Для того, щоб відокремити змінні, поділимо обидві частини рівняння 

на  9
2 y  , а потім проінтегруємо його: 

0
9

2





y

ydy
xdx , 

 

  


 0
9

2
y

ydy
xdx , 

 

 



9

2
y

ydy
xdx . 

 Для того, щоб обчислити інтеграл, що знаходиться у правій частині, 

використаємо заміну змінної в невизначеному інтегралі: 

9
2  yt , 

 

.
dt

ydy

,ydydt

2

2





 

           Маємо: 

 
t

dt
xdx

2

1
, або  Clntln

x

2

1

2

1

2

2

 . 
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            Повертаючись до старої змінної, дістанемо: 

Clnylnx  922 , 



9

2

2

y

C
lnx  загальний розв’язок рівняння. 

 

 Приклад 2.  Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

4
2 


x

y
y . 

 Розв’язання. 

         Вважаючи, що  
dx

dy
y  , маємо: 

4
2 


x

y

dx

dy
. 

         Помножимо обидві частини на dx , а потім відокремимо змінні. Для цього 

рівняння розділимо на y : 

4
2 


x

dx

y

dy
. 

          Після інтегрування отримаємо: 

Cln
x

x
lnyln 








2

2

22

1
, 

C
x

x
lnyln 














4
1

2

2
, 





 4

2

2

x

x
Cy загальний розв’язок. 

 Приклад 3.  Розв’язати задачу Коші: 

      112
2222  ydxyxyyxyx . 

 Розв’язання. 

         Для того, щоб відокремити змінні, треба спочатку винести за дужки 

співмножники в кожній з частин рівняння, тобто 2
x  та 2

y  з лівої і правої 

частин рівняння відповідно, а потім розділити рівняння на  22
yx   і 

проінтегрувати  
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   

   
,

yx

dxxy

yx

dyyx

,dxxydyyx

22

2

22

2

22

11

11








 

 





dx
x

x
dy

y

y

22

11
, 

  






















 dx

xx
dy

yy 22

1111
, 

C
x

xln
y

yln 
11

, 

 C
xyx

y
ln

11
 загальний розв’язок. 

 Підставимо початкові умови в загальний розв’язок та отримаємо 

частинний розв’язок рівняння 

2
1

1

1

1

1

1
 CCln , 

 2
11

xyx

y
ln  частинний розв’язок. 

 

 Приклад 4.  Знайти частинний розв’язок рівняння 

   
4

01 2 
 y,dyysecedxytge xx . 

 Розв’язання. 

        Для відокремлювання змінних у цьому рівнянні розділимо його на 

 x
eytg  1 . Маємо: 

ycos

dyytg

e

dxe

x

x

2
1




. 

         Проінтегруємо обидві частини рівняння та для обчислення інтегралів 

зробимо відповідні заміни змінних: 

 


dy
ycos

ytg

e

dxe

x

x

2
1

, 
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ycos

dy
dzdxedt

ytgzet

x

x

2

1





, 

 
z

dz

t

dt
, 

Clnzlntln  , або  
z

C
lntln  , 

z

C
t     або   

ytg

C
e x 1 . 

   Cytge
x

1 загальний розв’язок. 

            Використаємо початкові умови і отримаємо  частинний розв’язок 

рівняння: 

 
   











.earcctgy,ctgye,tgye

,C,Ctge

xxx 1
2

12121

2
4

1 0 

  

 

 Приклад 5. Записати рівняння кривої, яка проходить через точку  21; , 

кутовий коефіцієнт дотичної до якої  у кожній точці дорівнює 
x

y

2

1
2 

. 

 Розв’язання. 

         Кутовий коефіцієнт дотичної до кривої  xfy   у кожній точці є y . 

Маємо диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними: 

x

y
y

2

1
2 

 . 

         Вважаємо, що 
dx

dy
y  , та відокремлюючи змінні отримаємо: 

x

y

dx

dy

2

1
2 

 , 

x

dx

y

dy

2

1

1
2




, 
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 
 x

dx

y

dy

2

1

1
2

, 










,xCln

y

y
ln,Clnxln

y

y
ln

1

1

2

1

2

1

1

1

2

1
 





xC

y

y

1

1
 загальний розв’язок рівняння. 

 Підставимо координати точки, через яку проходить шукана крива, в  

отриманий розв’язок: 

311
12

12





C,C .  

        Тоді  0
3

1

1

1





x

y

y
 є рівнянням цієї кривої. 

 

 Приклад 6.  Розв’язати рівняння: 

x

y

xyyx


 2  .                     

           Розв’язання. 

           Доведемо, що це рівняння є однорідним.  Нехай  
yty

xtx




, тоді 

xt

yt

xtytyxy


 2 , 

x
yx

y

x

y
y

xt

xtyt
y







 2
2

, тобто рівняння однорідне. 

 Для того, щоб  перетворити  його на рівняння з відокремлюваними 

змінними, зробимо підстановку:  
x

y
u;uxuy;xuy  . Отримаємо: 

  u
ux

xuxuxux


 2 , або  u
uuxu

 2 , 

uu

dx

du
x,xu   22 . 

 Відокремлюючи  змінні, маємо 

x

dx
du

u 2 . 

 

                            



 46 

         Після інтегрування отримаємо загальний інтеграл даного 

диференціального рівняння: 

Clnxln
ln

u


2

2
, 

xClnlnx
y

 22 . 

 Приклад 7. Знайти загальний розв’язок: 

  02
22  dyxdxxyy . 

 Розв’язання. 

         Маємо: 

22
2 xQ;xyyP  . 

 Функції  y,xP  та   y,xQ  є однорідними функціями другого виміру: 

          y,xPtxyytxytytytytxtytyt,xtP
222222222

2222  ; 

     y,xQtxttxty,txQ
2222

 , 

Тобто початкове рівняння є однорідним. 

 Зробимо підстановку  
x

y
u;uxuy;uxy  , та зведемо це рівняння 

до рівняння з відокремлюваними змінними: 

02
22  yxxyy , 

    02
22

 uxuxuxxux , 

  0202
22222  uxuuu,uxuxuxxu ,  або 

22 uux
dx

du
,uuxu  . 

 Відокремимо змінні в останньому рівнянні: 

 
 x

dx

uu

du

2
; 

 
222

222

2

1

4

1

2

1

2

1

2

1
2 








































 uuuuuuu ; 

 
 


x

dx

u

du

2
21

4

1
; 
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Clnxln

u

u

ln 






2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
2

1
,  або 














Cx
yx

y
,Cx

x
y

x
y

,Cx
u

u
,Cxln

u

u
ln

111
загальний 

інтеграл даного рівняння; 

Cx
yx

xyx





 , 

Cx
yx

x

yx

yx








 , 

     111 2 


CxyxCxx,yxCxx,Cx
yx

x
, 

  



1

1
2

2

Cx

Cx
y,CxyCx  загальний розв’язок рівняння. 

 

 Приклад 8.  Розв’язати задачу Коші 

  11
22  y,yyxyxy . 

 Розв’язання. 

         Це рівняння є однорідним (перевірити самостійно), тому після 

підстановки 
x

y
u;uxuy;uxy   отримаємо рівняння з 

відокремлюваними змінними: 

     uxuuxxuxuxux  22 , 

   uxuuxuxuxxu  2222 ,    або     22 uxuuuxuu  , 

uxuuxu  , 

  uuxu  1 , 

    uux
dx

du
,uuxu  11 . 

          Відокремимо змінні і проінтегруємо обидві частини рівняння: 

Clnxlnulnu,
x

dx
du

u
,

x

dx
du

u

u












   

1
1

1
, 

або 
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Cuxlnu  ,          x
x

y
Cln

x

y
 , 

 Cylnxy загальний інтеграл. 

 Використаємо початкові умови: 

eC,Cln,Cln  111 . 

          Тоді yelnxy  ,  або   ylnelnxy  ,  або   ylnxxy  розв’язок 

задачі Коші. 

  

 Приклад 9.   Знайти частинний розв’язок рівняння: 

 
e

y,
x

y
lnyyx

1
1 








   при  1x . 

           Розв’язання. 

          Маємо: 

 









x

y
ln

x

y
y 1 . 

          Це однорідне рівняння. Зробимо підстановку  ,uxuy,uxy   
x

y
u   

та аналогічно попереднім прикладам розв’яжемо отримане рівняння: 

  ulnuuxu  1 , 

 ulnux
dx

du
,ulnuxu,uulnuuxu  , 

  
x

dx

ulnu

du
,

x

dx

ulnu

du
. 

 

 Для обчислення інтеграла, що знаходиться у лівій частині, використаємо 

заміну змінної 
u

du
dt;ulnt  . Маємо: 

    ,Cxlntln,Clnxlntln,
x

dx

t

dt
 

Cxuln,Cxt  . 

        Тоді, загальний інтеграл рівняння має вигляд Cx
x

y
ln  . Знайдемо C : 
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2

11
1

1

1

2
1




C,elnC,
e

lnC,C
e

ln . 

 
 x

xey,x
x

y
ln 2

1

21  частинний розв’язок рівняння. 

 

 Приклад 10. Розв’язати рівняння: 

x

xsin
xctgyy  . 

          Розв’язання. 

          Це рівняння є лінійним, і його розв’язок будемо шукати у вигляді uvy  . 

Тоді .vuvuy   

 Маємо: 

 
x

xsin
ctgxuvvuvu  ,   

x

xsin
vuvctgxvu  . 

 Будемо вважати, що вираз в дужках у лівій частині рівняння дорівнює 

нулю. Тоді отримаємо систему диференціальних рівнянь з відокремлюваними 

змінними: 












.
x

xsin
vu

,vctgxv 0

 

Знайдемо, спочатку, розв’язок першого рівняння. Для цього відокремимо змінні 

та проінтегруємо рівняння: 

    ,dxxctg
v

dv
,dxxctg

v

dv
,vctgx

dx

dv
 

 xsinv,xsinlnvln  . 

 Підставимо знайдений  розв’язок в друге рівняння системи: 

  ,
xdx

du
,

x
u,

x

xsin
xsinu

11
 

 Cxlnu,
x

dx
du  . 

           Тоді, шуканий розв’язок  лінійного рівняння матиме вигляд: 

  xsinCxlny  . 
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 Приклад 11. Розв’язати рівняння: 

                                     
2

2
x

exyxy
 . 

 Розв’язання. 

         Розв’язок цього лінійного рівняння знаходимо у вигляді uvy  . Тоді 

vuvuy  . Після підстановки цих виразів в лінійне рівняння і розв’язування 

його аналогічно попередньому дістанемо: 

2
2

x
xeuvxvuvu

 , 

 
2

2
x

xevuxvvu
 . 

                                                   







 .xevu

,xvv

II.

I.
x 2

02
 

І.      ,xdx
v

dv
,xdx

v

dv
,xv

dx

dv
,xvv 2222  

      
2

2

2 2
xev,

x
vln  . 

ІІ.  


 ,dx

e

xe
du,xee

dx

du
,xeeu

x

x
xxxx

2

2
2222

 

                                       
 dxxedu x

2
2 . 

 Для останнього інтеграла використаємо підстановку: 

4

4

2
2

dt
xdx

xdxdt

tx







. 

 Дістанемо:      Ceu,Ceu,dtedu xtt 22

4

1

4

1

4

1
. 

         Тоді загальний розв’язок лінійного рівняння буде мати вигляд: 

222

4

1 xx
eCey 








  . 

 

 Приклад 12.   Розв’язати рівняння: 

xcosxyyx
2 . 
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Розв’язання. 

         Розділимо рівняння на x , та розв’яжемо його аналогічно попередньому:  

xcosx
x

y
y  ;  vuvuy;vuy  ; 

 xcosx
x

uv
vuvu  ,  xcosxvu

x

v
vu 








 , 

         











.xcosxvu

,
x

v
v

II.

I. 0  

І. ,xlnvln,
x

dx

v

dv
,

x

dx

v

dv
,

x

v

dx

dv
,

x

v
v     xv  . 

ІІ.   ,xdxcosdu,xdxcosdu,xcos
dx

du
,xcosu,xcosxxu  

Cxsinu  . 

 Отже,      xCxsiny  загальний розв’язок. 

 

 Приклад 13.  Розв’язати задачу Коші: 

  001
2  y;xarcsinyxy . 

 Розв’язання. 

         Розділимо обидві частини рівняння на 2
1 x .  Дістанемо: 

22
11 x

xarcsin

x

y
y







 . 

Тоді    vuvuy;uvy  , 

 

 
22

11 x

xarcsin

x

uv
vuvu







 , 

 
22 11 x

xarcsin
vu

x

v
vu




















 . 

 

 





















.
x

xarcsin
vu

,
x

v
v

II.

I.

2

2

1

0
1  
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І.   











 ,
x

dx

v

dv
,

x

dx

v

dv
,

x

v

dx

dv
,

x

v
v

2222 1111
 

    xarcsin
ev,xarcsinvln
 ; 

ІІ.  






 

,
x

xarcsine

dx

du
,

x

xarcsin
eu

xarcsin
xarcsin

22
11

 

    





21 x

dxexarcsin
du

xarcsin

. 

          Зробимо заміну змінної в інтегралі, що знаходиться праворуч. 

  







dtetdu

x

dx
dt

xarcsint

t

2
1

. 

 Для останнього інтеграла використаємо метод інтегрування частинами: 

 







 


.duvvudvu

,edtev,dtedv

,dtdu,tu

ttt

111111

11

11

   Ceteu,dtetedu tttt . 

 Отже,  повертаючись до старої змінної, отримаємо: 

Ceexarcsinu
xarcsinxarcsin  . 

         Тоді, загальний розв’язок лінійного рівняння має вигляд: 

   xarcsinxarcsinxarcsin
eCeexarcsiny
 , або 

 xarcsin
eCxarcsiny
 1 . 

 Підставимо в цей вираз початкові умови: 

 1100
0  

C,eCarcsin
arcsin . 

         Отже    xarcsin
exarcsiny 1  частинний розв’язок лінійного 

рівняння. 

 

 Приклад 14.  Розв’язати рівняння: 

  xlnxyyyx
2 . 

 Розв’язання. 

        Маємо рівняння Бернуллі, класичний вигляд якого буде: 
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xlny
x

y
y 2 . 

 Метод розв’язання – аналогічний до метода розв’язання лінійних рівнянь. 

Тобто, вважаючи, що  uvy  ,  vuvuy  , дістанемо: 

  xlnuv
x

uv
vuvu

2
 , xlnvuvu

x

v
vu

22







 . 

         Нехай, 0
x

v
v , тоді  xlnvuvu

22   або  xlnvuu
2 . Таким чином, 

одержимо систему рівнянь з відокремлюваними змінними: 

 












.xlnvuu

,
x

v
v

II.

I.

2

0
 

І.     ,
x

dx

v

dv
,

x

dx

v

dv
,

x

v

dx

dv
,

x

v
v  

    
x

v,xlnvln,xlnvln
11   . 

ІІ.   
x

xdxln

u

du
,

x

xln
u

dx

du
,xln

x
uu

2

22 1
. 

          Для останнього інтеграла використаємо заміну змінної  

x

dx
dt

xlnt





. 

Дістанемо:    ,tdtduu 2   

Cxln
u,

Cxln

u
,C

xln

u
,C

tu

2

2

2

21

2

1

21 2

2221











. 

          Загальний розв’язок рівняння Бернуллі матиме вигляд: 

xCxln
y

1

2

2

2



 ,  або  

Cxxlnx
y

2

2

2 
 . 

 

 Приклад 15.  Розв’язати рівняння: 

ye
y

x
y x  2 . 

 Розв’язання. 

        Перепишемо це рівняння Бернуллі у класичному вигляді: 

                    



 54 

y

xe
yy

x2

 . 

         Загальний розв’язок рівняння Бернуллі буде 

vuvuy;uvy  . 

         Після підстановки цих виразів в початкове рівняння маємо: 

 
uv

xe
uvvuvu

x2

 , 

  
uv

xe
vuvvu

x2

 . 













.
uv

xe
vu

,vv

II.

I.

x2

0

 

І.     xev,xvln,dx
v

dv
,dx

v

dv
,v

dx

dv
,vv . 

ІІ.    


 ,xdxudu,xdxudu,
u

x

dx

du
,

eu

ex
eu

x

x
x

2

 

     Cxu,Cxu,
Cxu

 222
222

222
. 

Отже, загальний розв’язок рівняння:  x
eCxy 







  2 . 

 

 Приклад 16.  Розв’язати задачу Коші: 

    101
1

3 23

3

2




 y,xsinyx
x

yx
y . 

 Розв’язання. 

         Загальний розв’язок рівняння Бернуллі будемо шукати  у вигляді: uvy  . 

Тоді  

 vuvuy  ,     xsinuvx
x

vux
vuvu

23

3

2

1
1

3



 , 

 

  xsinvux
x

vx
vuvu

223

3

2

1
1

3

















 . 
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 














;xsinvuxvu

,
x

vx
v

II.

I.

223

3

2

1

0
1

3

       або        

 











.xsinvuxu

,
x

vx
v

II.

I.

23

3

2

1
1

3

 

          Тоді: 

І.   










dxxdt;xt

інтеграла останнього

для змінної Заміна

,
x

dxx

v

dv
,

x

vx

dx

dv

23
3

2

3

2

31
1

3

1

3
. 

 

        ,
t

v,tlnvln,tlnvln,
t

dt

v

dv 11  
1

1

3 


x
v . 

 

ІІ.      


 ,xdxsin
u

du
,xsinu

dx

du
,xsin

x
uxu

2

2

3

23

1

1
1  

      


Cxcos
u,Cxcos

u
,Cxcos

u
,xdxsinduu

1112 . 

 Отже загальний розв’язок рівняння Бернуллі має вигляд: 

   1

1

1

11

33 








xCxcos
y;

xCxcos
y . 

         Використовуючи початкові умови знайдемо сталу C : 

   
1

100

1
1

3



 C

Ccos
. 

 Маємо частинний розв’язок рівняння Бернуллі: 

   11

1

3 



xxcos

y . 

 

 Приклад 17.  Розв’язати задачу Коші: 

  10
3

2 4  y,xsinyxtgyy . 

 Розв’язання. 

 

        Аналогічно попередньому прикладу загальний розв’язок задачі шукаємо у 

вигляді  vuvuy;uvy  . Маємо: 
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 

  .xsinvuvuvtgxvu

,xsinuvuvtgxvuvu

44

4

3

2

3

2





 












;xsinvuvu

,vtgxv

II.

I.

44

3

2

0

                  











.xsinvuu

,vtgxv

II.

I.

34

3

2     

 

І.     ,xcoslnvln,tgxdx
v

dv
,tgxdx

v

dv
,vtgx

dx

dv
 

     
xcos

v,
xcos

lnvln
11

 . 

ІІ.  
 

,
xcos

xdxsin
duu,

xcos

xdxsin

u

du
,xsin

xcos
u

dx

du
  

3

4

343

4

3

2

3

21

3

2
 

      

 ,xdxsin-dt,txcos

змінної заміну мовикористає

інтеграла останнього Для

 

       










,C
tu

,
Ctu

,
t

dtu

23

23

3

3 11

323

2

33

2

3
 

     





 ,
xcosC

xcos
u,

xcos

xcosC

u
,C

xcosu 2

2
3

2

2

323 1

1111
 

     3
2

2

1 xcosC

xcos
u


 . 

 Тоді, загальний розв’язок даного рівняння має вигляд: 

 
xcosxcosC

xcos
y

1

1

3
2

2




 ,    або   

 3 2
1

1

xcosxcosC

y



 . 

 Для визначення частинного розв’язку знаходимо C , підставляючи 

початкові умови в загальний розв’язок: 

 
011

1

1
1

001

1
1

3
3 2








 C,C,
C

,

coscosC

. 

         Тому, частинний розв’язок має вигляд: 

3

1

xcos
y  . 
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  Завдання для самостійної роботи 

 

І.  З’ясувати чи будуть функції   xfy   розв’язком відповідного рівняння: 

 а)   xx xe
x

y
y,xey 33 2   ; 

 б)   xyy,
x

x
y 


 21

; 

 в)    ylnyxsiny,ey
xtg

 2 . 

 

ІІ.  Знайти загальні інтеграли рівнянь: 

 

 1)  0
2  xdydxy ;                                    5)    13

2  xeyy
x  ; 

 2)   0 ylnyyx ;                                    6)   
xcos

xsin
xyyx

3

2 ; 

 3)   
yx

yx
y

2


 ;                                         7)  22 2

223
 yxexyy

x ; 

 4)   
x

y
sinyx

x

y
sinyx  ;                        8)   0

2  xcosyytgxy . 

 

ІІІ.  Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь : 

 1)         110121
2  y,dxxydyyx ; 

 2)      532  
y,y

yx ; 

 3)      214

2









 y,

x

y

x

y
y ; 

 4)      
2

1


 y,xyxtgyyx ; 

 5)     3012
2  y,x

x

y
y ; 

 6)    
2

2
e

ey,xlnx
x

y
y

xln
 ; 

 7)    
4

9
02  y,yeyy

x

;  
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 8)      
2

1
15332 32  y,yxyyx ; 

IV.  Записати рівняння кривої, яка проходить через точку  000 y,xM , кутовий 

коефіцієнт дотичної до якої  дорівнює   y,xf . 

 1)     
x

y
y,xf,;M 520 ; 

 2)      22

0 11 yxy,xf,;M  ; 

 3)     
y

x
y,xf,;M






1

1
120 . 

 

          6. Диференціальні рівняння вищих порядків. Диференціальні 

рівняння, що припускають зниження порядку 

  

Диференціальним рівнянням n -го порядку називається рівняння вигляду 

  0 n
y,...,y,y,y,xF . Розв’язком такого рівняння називається будь-яка 

диференційована n разів функція  xy  ,  яка перетворює дане рівняння на 

тотожність, тобто 

          0 x,....,x,x,x,xF
n . 

Задача Коші для цього рівняння полягає у тому, щоб знайти розв’язок  

рівняння, який задовольняє умовам:  ...,,yy,yy,yy 000       1
0

1  
nn

yy  

при 0xx  , де  1
00000
n'''

y...,,y,y,y,x  - числа, які називаються початковими 

умовами. 

Функція  nC,...,C,C,xy 21  називається загальним розв’язком даного 

диференціального рівняння n -го порядку, якщо при відповідному виборі 

довільних сталих nC,...,C,C 21  ця функція є розв’язком будь-якої задачі Коші, 

що поставлена  для цього рівняння. Будь-який розв’язок, який отриманий із 

загального розв’язку при конкретних значеннях сталих nC,...,C,C 21 , 

називається частинним розв’язком цього рівняння. 

1) Рівняння вигляду    xfy
n  . 

           Розв’язок цього рівняння отримується n- кратним інтегруванням, тобто: 
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   xfy
n  , 

      111
1

CxfCdxxfy
n  
 , 

       21211
2

CCxfdxCxfy x
n  
 , 

..................................................................................................  

 
    nn

nn
n CxC...x

!n

C
x

!n

C
xfy 





 


1

2211

21
, де 

    n

разівn

n dxxf...xf
    . 

 2) Диференціальне рівняння   0 y,y,xF , що явно не містить шукану 

функцію y , за допомогою підстановки  xPy  ;  xPy   зводять до 

відповідного рівняння першого порядку      0 xP,xP,xF . Розв’язок цього 

рівняння знаходять, виходячи з його типу, а потім, для отримання загального 

розв’язку початкового рівняння, Py
'  . 

 3) Диференціальне рівняння вигляду   0 y,y,yF , що явно не 

містить незалежну зміну x , підстановкою   PPyPy;yPy xy   зводять 

до диференціального рівняння першого порядку   .P,P,yF 0  

Зразки розв’язування задач 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 

34
1

3
 xsin

x
y . 

 Розв’язання. 

         Права частина рівняння не містить невідомої функції y  та її похідної y , 

тому для отримання розв’язку тричі послідовно інтегруємо обидві його 

частини: 

  














1

2

3
34

4

1

2
34

1
Cxxcos

x
dxxsin

x
y , 
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  




















21

21

1

2

2

3
4

16

1

2
34

4

1

2
CxC

x
xsin

x
dxCxxcos

x
y , 

  













 xcosxlndxCxC

x
xsin

x
y 4

64

1

2

1

2

3
4

16

1

2

1
21

2

 

 32

2

1

3

232

3
CxC

x
C

x



 . 

 Отже, загальний розв’язок даного рівняння: 

 32

2

1

3

22
4

64

1

2

1
CxC

x
C

x
xcosxlny  . 

Приклад 2.  Знайти загальний розв’язок рівняння: 

xsinxy  . 

 Розв’язання. 

         Дане рівняння того же типу, що і попереднє, тому його розв’язок 

знаходимо аналогічно, тобто: 

 dxxsinxy . 

 За методом інтегрування частинами, маємо 

 
 



.xcosxdxsinv,xdxsindv

,dxdu,xu
, 

     1Cxsinxcosxxdxcosxcosxy , 

     211 CxCxcosxdxcosxdxCxsinxcosxy , 

 xdxcosx
 



.xcosxdxsinv,xdxsindv

,dxdu,xu
=

  xcosxsinxxdxsinxsinx . 
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Тоді загальний розв’язок рівняння має вигляд: 

  21 CxCxcosxcosxsinxy  ,   

або  212 CxCxcosxsinxy  . 

Приклад 3.  Розв’язати задачу Коші: 

    
50

1
020522  y;y,x,cosy . 

           Розв’язання. 

   










 1

2

5

1

2

1

2

1
52 Cxsinxdx

xcos
xdx,cosy , 

  































 21

2

1 5
25

1

22

1
5

5

1

2

1
CxCxcos

x
dxCxsinxy . 

 Отже, загальний розв’язок рівняння: 

21
2

5
50

1

4

1
CxCxcosxy  . 

 Для того, щоб отримати частинний розв’язок, тобто, розв’язати задачу 

Коші, треба знайти 1C  та 2C  ,використовуючи початкові умови: 

 20
5

1
0

2

1
2 11 








 C,Csin , 

 000
50

1
0

4

1

50

1
221

2  C,CCcos . 

 Таким чином,  xxcosxy 25
50

1

4

1 2  частинний розв’язок рівняння. 

Приклад 4.  Знайти частинний розв’язок рівняння: 

    10202
32  y;y,xsinxcosxsiny . 

 Розв’язання. 
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         Знайдемо загальний розв’язок інтегруванням: 

      dxxsinxsinxsinxcosdxxsinxcosxsiny
2232

22  

      xdxsinxcosxcosxdxsinxsinxcos
2222

122  

    







 1

3
22

3

3
1313 Ct

t
dtt

.dtxdxsin

,xdxsindt

,txcos

xdxsinxcos  

1
3 Cxcosxcos  . 

       dxCxdxcosxcosdxCxcosxcosy 1
2

1
3 1  

 

  



 21

3

1
2

1
2

3
CxC

t
xCdtt

.xdxcosdt

,txsin
xCxdxcosxsin  

 

21

3

3
CxC

xsin
 . 

           Знайдемо 1C  та 2C . Підставимо початкові умови у вирази з y  та y . 

1001 11
3  C,Ccoscos ; 20

3

0
2 221

3

 C,CC
sin

. 

          Тоді, частинний розв’язок рівняння має вигляд: 

2
3

3

 x
xsin

y . 

Приклад 5.  Розв’язати рівняння: 

02 2  yxy . 

 Розв’язання. 
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         Дане рівняння не містить явно функції y , тому зводимо його до рівняння 

першого порядку підстановкою  xPy  , тоді   xPy  . Маємо: 

 02
2  xPP , 

   1

2

22

2

2

21
222 C

x

P
,xdx

P

dP
,xdx

P

dP
,xP

dx

dP
 

1
21

2 11

Cx
P,Cx

P 
 . 

Отже,  

1
2

1

Cx
y


 . Інтегруючи це рівняння,  дістанемо  

2
11

1
C

C

x
arctg

C
y  . 

Приклад 6.  Розв’язати рівняння: 

xlnyyx  . 

           Розв’язання. 

Аналогічно попередньому прикладу введемо підстановку   ,xPy   

 xPy  . Отримаємо рівняння першого порядку: 

x

xln

x

P
P,xlnPPx  , 

яке є лінійним  рівнянням. Його розв’язок будемо шукати у вигляді uvP  , а  

vuvuP  : 

 
x

xln

x

uv
vuvu  ,  

x

xln
vu

x

v
vu 








 , 

 












.
x

xln
vu

,
x

v
v

II

I 0

 

І.       ,
x

dx

v

dv
,

x

dx

v

dv
,

x

v

dx

dv
,

x

v
v  
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       ,xlnvln  
x

v,
x

lnvln
11

 . 

ІІ.    




  

,xv,dxdv

,
x

dx
du,xlnu

маємо частинами

няінтегруван методом За

xdxlndu,xlnu,
x

xln

x
u

11

11

1
 

          1Cxxlnxu,dxxxlnu,
x

dx
xxxlnu . 

          Маємо   
x

CxxlnxP
1

1  , або 
x

C
xlnP 11  .     

          Тоді 
x

C
xlnPy 11  . Проінтегруємо це рівняння: 

   
















 dx

x

C
xdxlndx

x

C
xlny 11 11 . 

 Із попереднього   xxlnxxdxln .  

        Маємо    21 CxlnCxxxlnxy  ,  або 

    212 CxlnCxxlnxy   загальний розв’язок. 

 

Приклад 7. Розв’язати рівняння: 

                                            
x

y
lnyyx


 . 

 Розв’язання. 

         Рівняння явно не залежить від функції y , тому підстановкою  

   xPy;xPy   зводимо його до диференціального рівняння першого 

порядку: 

x

P
lnPPx  , 

яке є однорідним. Використовуємо заміну  
x

P
u,uxuP,uxP   та 

отримаємо рівняння  з  відокремлюваними змінними: 

 
x

ux
lnxuuxux  ,  або  
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 
  


x

dx

ulnu

du
,ulnu

dx

du
,uulnuxu,ulnuuxu

1
1 . 

            До інтеграла, що стоїть у лівій частині  останнього рівняння застосуємо 

заміну 
u

du
dt,ulnt  1 . Дістанемо: 

  ,xCt,xClntln,Clnxlntln,
x

dx

t

dt
111  

111
11

11111



xCxCxC

xeP,e
x

P
,eu,xCuln,xCuln . 

          Маємо диференціальне рівняння першого порядку, яке розв’язуємо 

простим інтегруванням: 

dxxey
C

 
11 . 












.e
C

dxev,dxedv

,dxdu,xu

частинами няінтегруван метод уємовикористов

dxxey

xCxCxC

xC

1

1

11

1

111

1

1

 

2
1

2
1

1

1

1

1

1

1

1111
1111

Ce
C

e
C

xdxe
C

e
C

xy
xCxCxCxC




 . 

Отже, загальним розв’язком даного рівняння буде функція: 

2
1

2
1

1

1

11
11

Ce
C

e
C

xy
xCxC


 . 

 

Приклад 8.  Розв’язати задачу Коші: 

    20002  y;y,yctgxy . 

           Розв’язання. 

           Аналогічно  попередньому, маємо:     xPy;xPy  . Тоді 

2 PctgxP . 

 Це рівняння з відокремлюваними змінними. Відокремлюємо змінні та 

обчислюємо отримані інтеграли: 







   ,dxtgx
P

dP
,

ctgx

dx

P

dP
,Pctgx

dx

dP
,PctgxP

22
22  

 ,xcosCP,xcosClnPln,ClnxcoslnPln 111 222  
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   dxxcosCy,xcosCy,xcosCP 111 222 ; 

 212 CxsinCxy   загальний розв’язок. 

          Використаємо початкові умови: 

 
 
  .C,CsinC,y

,C,cosC,y

0002000

402220

221

11




 

         Отже, розв’язок задачі Коші має вигляд: 

xsinxy 42  . 

 

Приклад 9.  Розв’язати задачу Коші: 

                                          yyy  21
2 . 

 Розв’язання. 

          Це рівняння явно не містить незалежну змінну x , тому слід використати 

підстановку    ,PPy,yPy   яка зведе наше рівняння до рівняння першого 

порядку: 

PPyP  21
2 . 

         Відокремимо змінні, та обчислимо одержані інтеграли: 

  





 ,
y

dy

P

PdP
,

y

dy

P

PdP
,P

dy

dP
yP

22

2

1

2

1

2
21  

 

  



,yClntln,Clnylntln,

y

dy

t

dt

PdPdt

tP
11

2

2

1  

 

1111 111
2

1
2

1  yCy,yCP,yCP,yCP,yCt . 

 

           Останнє рівняння – це диференціальне рівняння першого порядку з 

відокремлюваними змінними. Розв’яжемо його: 

  





 21
111

1 1
2

11
1 CyC

C
x,dx

yC

dy
,dx

yC

dy
,yC

dx

dy
. 

         Отже, загальний інтеграл даного рівняння другого порядку: 

21
1

1
2

CyC
C

x  . 

               



 67 

Приклад 10. Розв’язати рівняння: 

                                               9
2  yy . 

 Розв’язання. 

         Аналогічно попередньому прикладу вводимо підстановку  yPy  ; 

PPy  . Дістанемо: 

 



22

22 9
9

99
y

dy
PdP,

y

dy
PdP,y

dy

dP
P,yPP  







 ,
y

yC
P,

y

yC
P,C

y

P 2182189

2

112
1

2

 

 






 dxdy

yC

y
,

y

yC

dx

dy
,

y

yC
y

218

218218

1

11 . 

           Для інтеграла, що знаходиться у лівій частині останнього рівняння, 

зробимо підстановку: 







,yttCy,t
yC

y
,t

yC

y 22
1

2

11

218
218218

 

  


 ,
t

tC
y,tCty,tCyty

2

2
12

1
22

1
2

21

18
1821182  

   

     22

1

22

33

122

22

1
21

36

21

442
18

21

4212
18

t

dttC
dt

t

ttt
C,dt

t

tttt
Cdy












 . 

            Отже: 

    222

2

122

1

21
36

21

36
Cx

t

dtt
C,dx

t

dttC
t 





   . 

             Обчислимо інтеграл 
 
 22

2

21 t

dtt
. Підінтегральна функція представляє 

собою правильний раціональний дріб, який можна розкласти на простіші: 

     





 2

2

22

2

2122121 tt

t

t

t
 

 

       



















2222

2

212121212121 t

D

t

C

t

B

t

A

tt

t
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           
 22

2222

21

212121212121

t

tDttCtBttA




 ; 

           Тоді:  

           22222
212121212121 tDttCtBttAt  . 

Для знаходження невідомих чисел D,C,B,A  по черзі прирівнюємо x  

кожному із коренів знаменника, а потім, оскільки, невідомих більше ніж різних 

коренів знаменника, прирівнюємо коефіцієнти при x  в однакових ступенях в 

останній рівності. Дістанемо: 

 

.C;A,A,DCBA

,AC,CA

,D,D

,B,B

t

t

t

t

8
1

8
1

4

1
20

22220

8

1
4

2

1
8

1
4

2

1

2

1
2

1

0

3













 

 

          Отже,  

       
  































dt

tttt
t

dtt

2222

2

21

1

21

1

21

1

21

1

8

1

21

 

 

 




















t
tln

t
tln

21

1

2

1
21

2

1

21

1

2

1
21

2

1

8

1
    

 

    













































221

22

21

21

28

1

2121

2121

21

21

28

1

t

t

t

t
ln

tt

tt

t

t
ln = 

 

22
214

1

21

21

28

1

21

22

21

21

28

1

t

t

t

t
ln

t

t

t

t
ln















 ; 

 

           Повертаючись до старої  змінної, маємо: 
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2

1

1

1

1
1

218

2
1

218

4

1

218
21

218
21

28

1
36 Cx

yC

y

yC

y

yC

y

yC

y

lnC 

































,  або 

  



21

1

11 9
2

1

9

9

22

9
CxyCy

yyC

yyC
ln

C
 загальний інтеграл 

рівняння. 

 

Приклад 11.  Знайти частинний розв’язок рівняння: 

       101022
 y;y,ylnyyyy . 

 Розв’язання. 

         Підстановкою   PPy,yPy    початкове рівняння зводиться до 

рівняння Бернуллі першого порядку: 

 ylnyPPyP
22  ,     або           

P

ylny

y

P
P  . 

         Розв’язок цього рівняння шукаємо у вигляді uvP  . Тоді vuvuP  . 

uv

ylny

y

uv
vuvu  ,      

uv

ylny
vu

y

v
vu 








 , 
















,
uv

ylny
vu

,
y

v
v

.II

.I 0















.
uv

ylny
u

,
y

v
v

.II

.I

2

 

 

І.     yv,ylnvln,
y

dy

v

dv
,

y

v

dy

dv
.  

II.  




   ,

y

dy
dt

ylnt

,
y

dyyln
duu,

y

yln

dy

udu
,

uy

ylny
u

2
 

      1
2

1
221

22

222
Cylnu,Ctu,

Ctu
,dttudu   . 

         Дістанемо:  yCylnP  1
2 . 
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         Отже 

  



 ,dx

Cylny

dy
,Cylny

dx

dy
,yCylny

1
2

1
2

1
2    

  








21
2

1
2

CxCttln,dx

Ct

dt
,

y

dy
dt

tyln

. 

 

 Загальний інтеграл рівняння матиме вигляд: 

21
2

CxCylnylnln  . 

 Використовуючи початкові умови, знайдемо 1C  та 2C : 

 
  



,y

,y

10

10
  












,Cln

,CClnlnln

1
2

21
2

11

11
    .

C

C

,C

,ClnC

1

0

1 1

2

1

12















  

Таким чином, частинний розв’язок рівняння має вигляд: 

xylnylnln  1
2 . 

 

Приклад 12.  Знайти частинний розв’язок рівняння: 

                               101002
22  y;y,yyyy . 

 Розв’язання. 

        Підстановкою    PPy;yPy   зведемо дане рівняння до однорідного 

рівняння І-го порядку  02 22  PyPyP , яке за допомогою заміни 

y

P
u,uyuP,uyP   перетвориться на диференціальне рівняння з 

відокремлюваними змінними: 

     02
22  uyyuyuyuy ,  або  

  

         
 

,uuyuu

,uuyuu

0122

012

22

2




 

     






 ,

ududt

tu
,

y

dy

u

udu
,uyuu

2

1

1

2
12

2

2

2  
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   ,
y

C
lntln,Clnylntln,

y

dy

t

dt 1
1  

 ,
y

C
u,

y

C
t 121 1  


 ,

y

yC
u,

y

C
u 112 1  

y

yC
yP,

y

yC

y

P 



 11 ,  або 

 yCyP  1 . 

          Тобто,   


 dx

yyC

dy
,yyC

dx

dy
,yyCy

2
1

2
1

2
1 ,   або 

 











dx

C
y

C

dy

2
1

2
1

24

. 

        Оскільки             

        yCyyyC 1
22

1

2
1

2
1

2
1

2
112

24442
2 

























C

y
CCC

y
C

y . 

         Дістанемо: 

2
1

1

2

2 Cx
C

C
y

arcsin 



,  або   


2
1

12
Cx

C

Cy
arcsin   загальний інтеграл 

рівняння. 

 З початкових умов випливає: 

 
 








,y

,y

10

10
     
















,C

,C
C

C
arcsin

11

2

1

2
1

1

     









.C

,C

2

0

1

2  

         Отже, частинний розв’язок рівняння має вигляд: 

 

  xyarcsin 1 . 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

 Знайти загальні розв’язки диференціальних рівнянь другого порядку: 

1)  xsiny 3
2 ;                                  7)  1

2  yxyx  ;                                  
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2)  xlnxy
2 ;    8)   

x

y
sinxyyx


 ; 

3)  35
xey

x  ;    9)    02  yyyyyy ; 

4)  xsin
x

y 75
2

3
 ;   10)    22

432 yyyy  ; 

5)  0 yyx ;    11)  4
3  yy ; 

6)  xsintgxyy 2 ;   12)  
y

y
y


 .                    

 

7.  Лінійні однорідні рівняння другого порядку 

 зі сталими коефіцієнтами 

 

 Лінійним диференціальним рівнянням другого порядку називається 

рівняння  

 xfyqypy  . 

 

         Якщо  p   та  q  є сталі числа, то рівняння  називається лінійним 

диференціальним рівнянням другого порядку із сталими коефіцієнтами. 

 Якщо    0xf , то рівняння називається однорідним, якщо 

   0xf неоднорідним. 

 Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння 0 yqypy   має 

вигляд:  

   xyCxyCy 2211  , 

де    xy1   та   xy2  лінійно-незалежні частинні розв’язки рівняння, тобто  

 
 

const
xy

xy


2

1 , а  21 C,C довільні сталі. 

  

          Для знаходження  21 y,y  треба розв’язати характеристичне рівняння: 

02  qkpk . 

         Можливі наступні  випадки: 
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21 k,k  корені характери-    

               стичного рівняння 

21 y,y частинні  

розв’язки 

 

2211 yCyCy   ‒  

загальний розв’язок 

 

21 k,k   дійсні різні числа, 

              21 kk   

               

xk
ey 1

1   

xk
ey 2

2   

xkxk
eCeCy 21

21   

 21 kk дійсні однакові  

                 числа 

xk
ey 1

1   

xk
exy 1

2   

 xCCey
xk

21
1   

 ik , 21 комплексно- 

             спряжені числа, 

 12i уявна одиниця, 

 , дійсні числа. 

 

xcosey x 1  

xsiney x 2  

 

 

 xsinCxcosCey x 
21   

                                      

 

 

Зразки розв’язування задач 

 

 Приклад 1.  Розв’язати рівняння: 

086  yyy . 

 Розв’язання. 

        Складемо характеристичне рівняння: 

086
2  kk , 

  48146
2

D , 

;k ,
2

46
21


  

де  24 21 k;k   корені характеристичного рівняння дійсні та різні, тобто, 

загальний розв’язок рівняння має вигляд  xx
eCeCy

2
2

4
1  . 

  

 Приклад 2.  Розв’язати рівняння: 

                                        096  yyy . 
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         Розв’язання. 

         Характеристичне рівняння має вигляд    096
2  kk . Його корені – 

дійсні,  рівні   321 ,k . Тоді загальний розв’язок рівняння має вигляд  

 xCCey x
21

3   . 

 

 Приклад 3.  Розв’язати рівняння: 

                                       0134  yyy . 

 Розв’язання. 

        Маємо  характеристичне рівняння  0134
2  kk . 

 3613144
2 D , 

 3232
2

364
21 


  ;,ik , . 

 Загальний розв’язок рівняння   xsinCxcosCey
x

33 21
2   . 

  

 Приклад 4.  Розв’язати задачу Коші: 

      7030065  y;y,yyy . 

 Розв’язання. 

        Характеристичне рівняння має вигляд: 

065
2  kk . 

 Його корені  32 21  k;k . Тоді, загальний розв’язок   

xx
eCeCy

3
2

2
1  . Для того, щоб знайти частинний розв’язок треба визначити   

1C  та  2C .  Це можна зробити, використовуючи початкові умови, але спочатку 

треба знайти похідну  y  від загального розв’язку: xx
eCeCy

3
2

2
1 32  . 

Дістанемо систему рівнянь: 

 
  





































.C

,C

,CC

,CC

,eCeC

,eCeC

,y

,y

1

2

732

3

327

3

70

30

2

1

21

21

0

2

0

1

0

2

0

1  

 

        Отже, частинний розв’язок рівняння:  xx
eey

32
2  . 
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 Приклад 5. Розв’язати задачу Коші: 

                                  504002  y;y,yyy . 

 Розв’язання. 

        Характеристичне рівняння  0122  kk . Його корені  121  kk . Тоді 

загальний розв’язок   xCCey
x

21  . Знайдемо похідну y : 

  221 CexCCey
xx  . 

 Маємо систему рівнянь 

 
 

 

  





































.C

,C

,CC

,C

,CeCCe

,CCe

,y

,y

9

4

5

4

05

04

50

40

2

1

21

1

2
0

21
0

21
0

 

        Отже, розв’язок задачі Коші матиме вигляд: 

 xey
x

94  . 

 

 Приклад 6. Розв’язати задачу Коші: 

                       50300256  y;yyyy . 

 Розв’язання. 

        Характеристичне рівняння  0256
2  kk . 

   6425146
2

D ;   ik;k ,, 43
2

646
2121 


 . 

 Загальний розв’язок   xsinCxcosCey
x

44 21
3  . 

 Обчислимо y :   

   xcosCxsinCexsinCxcosCey
xx

4444443 21
3

21
3  . 

 

         Використовуючи початкові умови, знайдемо 1C  та 2C : 

 
 

 

   







































.C

,C

,CC

,C

,cosCsinCesinCcosCe

,sinCcosCe

,y

,y

1

3

543

3

04040035

003

50

30

2

1

21

1

21
0

21
0

21
0

 

  

        Отже, частинний розв’язок однорідного рівняння буде 

 xsinxcosey
x

443
3  . 
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Завдання для самостійної роботи 

 

 Знайти загальні та частинні розв’язки однорідних диференціальних 

рівнянь другого порядку: 

1)  012  yyy ; 

2)  0168  yyy ; 

3)  052  yyy ; 

4)  052  yy ; 

5)  0 yy ; 

6)  09  yy ; 

7)      1050044  y;y,yyy ; 

8)      130400127  y;y,yy  ; 

9)      00400  y;y,yy . 

 

 

8.  Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння 

 другого порядку зі сталими коефіцієнтами із  

спеціальною правою частиною 

 

 Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого 

порядку зі сталими коефіцієнтами: 

 

 xfyqypy  . 

 

 Якщо  права  частина   xf   лінійного  неоднорідного рівняння є 

функцією спеціального вигляду, то рівняння можна розв’язати методом 

невизначених коефіцієнтів, і загальний розв’язок має вигляд: 

 yyy , 

де  y загальний розв’язок  відповідного однорідного рівняння, y частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння, який залежить від функції  xf  та коренів 

характеристичного рівняння 21 k,k . 

 Можливі такі випадки: 
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1.  Нехай     xPexf n
ax , де   xPn многочлен степеня  n , тобто  

      01
1

1 axa...xaxaxP
n

n
n

nn  
 , тоді: 

 а) якщо  ak,ak  21 , тоді частинний розв’язок обираємо у вигляді  

 xQey n
ax , де   xQn многочлен ступеню  n  з невідомими коефіцієнтами, 

тобто, якщо 

   0n     AxQn  , 

   1n     BAxxQn  , 

   2n     CBxAxxQn  2 ,  

       3n              DCxBxAxxQn  23 ; 

 

 б) якщо  ak,ak  21 , тоді    xQexy n
ax ; 

 

 в) якщо  akk  21 , тоді    xQexy n
ax2 . 

 Зауваження 1.  Для знаходження невідомих коефіцієнтів многочлена 

 xQn   треба підставити функцію  y   та її похідні першого та другого порядку 

в вихідне рівняння та прирівняти коефіцієнти при однакових ступенях  n   з 

обох його сторін. Таким чином, дістанемо систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь, з якої визначимо невідомі коефіцієнти. 

2.  Нехай         bxsinxQmbxcosxPexf n
ax  ,  де      xQ,xP mn  

многочлени степенів  n   та  m , тоді існують такі випадки: 

 а)  якщо  biak , 21 ,  тоді      bxsinxLbxcosxQey SS
xa  , де  

   xL,xQ SS многочлени ступеню   m,nm a xs    з невідомими 

коефіцієнтами; 

 б)  якщо  biak , 21 , тоді      bxsinxLbxcosxQexy SS
ax   . 

 Зауваження 2.  У цьому випадку для знаходження невідомих 

коефіцієнтів многочленів  xQS    та   xLS  діємо так само, але прирівнюємо 

коефіцієнти при bxsin,bxcos , внаслідок чого знов дістанемо систему 

лінійних алгебраїчних рівнянь, з якої визначимо невідомі коефіцієнти. 
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 Якщо,      xfxfxf 21  , де   xf1  та    xf2  функції спеціального 

вигляду, то частинний розв’язок неоднорідного лінійного рівняння  
y  має 

вигляд  

  21 yyy , 

де  
1y  та  

2y  частинні розв’язки лінійних неоднорідних рівнянь 

  xfyqypy 1    та    xfyqypy 2   відповідно. 

 

Зразки розв’язування задач 

 

 Приклад 1. Знайти  загальний розв’язок рівняння: 

 646
2  xeyyy

x . 

 Розв’язання. 

          Загальний розв’язок рівняння має вигляд   yyy , де   y   загаль-ний  

розв’язок відповідного однорідного рівняння  06  yyy . Характеристичне 

рівняння  06
2  kk  має корені  23 21  k;k . Отже xx

eCeCy
2

2
3

1
 . 

 Частинний розв’язок неоднорідного рівняння залежить від вигляду правої 

частини     642  xexf x  (маємо  2312 21  k;k;n;a ). 

Тоді   BAxey
x  2 .  Для визначення невідомих коефіцієнтів  A   та  B  

підставимо  
y  в початкове рівняння. Щоб це було можливим, знайдемо першу 

і другу похідні від частинного розв’язку  
y : 

 
 

    .AeBAxeAeAeBAxey

,AeBAxey

xxxxx

xx

22222

22

44224

2









 

         Після підстановки    
y,y,y  в наше рівняння отримаємо 

 

        646244
222222  xeBAxeAeBAxeAeBAxe

xxxxxx . 

 

 Розділимо рівняння на  x
e

2  та приведемо подібні доданки. Маємо: 

64434  xBAAx . 

 Прирівняємо коефіцієнти при  x  в однакових ступенях: 
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0
x

x

 
.BAB,BA

,A,A

4

3
634643

144





 

 

 Тобто, 









4

32
xey

x . 

        Отже, загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 









 

4

323
2

2
1 xeeCeCy

xxx . 

  

 Приклад 2. Знайти  загальний розв’язок рівняння: 

                      81256
25  xeyyy

x  . 

 Розв’язання. 

         Загальний розв’язок цього рівняння складається з двох компонентів  

 yyy .  Характеристичне рівняння відповідного однорідного рівняння 

056  yyy  має вигляд  0562  kk . Його корені:  15 21  k;k . 

Загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд: xx
eCeCy 2

5
1  . 

 Враховуючи, що     812
25  xexf

x , тобто, 25  n,a , а також, що 

ak,ak  21 5 , дістанемо частинний розв’язок неоднорідного рівняння: 

 CBxAxxey
x  25     або     CxBxAxey

x  235  . 

          Знаходимо: 

 

    CBxAxeCxBxAxey
xx 

235
25235  , 

     
  .BAxe

CBxAxeCBxAxeCxBxAxey

x

xxx

26

23523525

5

2525235



 

 

          Підставляючи   
y,y,y  в початкове рівняння, отримаємо: 

 

     

      
  .xe

CxBxAxeCBxAxeCxBxAxe

BAxeCBxAxeCxBxAxe

x

xxx

xxx

812

52356

26231025

25

23525235

525235







 

         Розділимо обидві частини на  x
e

5  та приведемо подібні доданки: 



 80 

812246812
22  xBCAxBxAx . 

        Прирівняємо коефіцієнти при x  в однакових ступенях. 

    

0

2

x

x

x

.C,C,BC,BC

,B,AB,AB,ABx

,A,A

8

19

2

4

4

3

4

3

4

3

42824

68068

11212









 

 Тоді,  









8

19

4

325
xxey

x . 

 Дістанемо загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння у 

вигляді: 











8

19

4

325
2

5
1 xxeeCeCy

xxx . 

 

 Приклад 3. Знайти  загальний розв’язок рівняння: 

                               x
eyyy

3
396

 . 

 Розв’язання. 

        Аналогічно попередньому, маємо   yyy . 

 Характеристичне рівняння  096
2  kk  має однакові  корені  321 ,k . 

Отже,   xCCey
x

21
3   . 

   x
exf

3
3

 , тобто,  ak;n;a ,  303 21 . Частинний розв’язок 

даного неоднорідного рівняння буде мати вигляд: 

 

,eAxy
x32    

,exAexAy
xx 323

32
   

,exAexAexAeAy
xxxx 32333

9662
       або 

.exAexAeAy
xxx 3233

9122
       

 

           Після підстановки цих виразів в початкове рівняння, дістанемо 

  xxxxxxx eeAxeAxAxeeAxAxeAe 3323233233 393269122   ,  або 
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2

3
32  A,A . 

          Частинний розв’язок неоднорідного рівняння буде: 

xexy 32

2

3   , 

а загальний :     







  2

21
3

2

3
xxCCey

x . 

 

 Приклад 4. Знайти  загальний розв’язок рівняння: 

  xsinxcosyy 28245  . 

 Розв’язання. 

         Маємо:    500505 21
2  k;k,kk,kk . 

 xsinBxcosAy 22  , 

 
.xsinBxcosAy

,xcosBxsinAy

2424

2222





 



 

         Отримаємо:  

  xsinxcosxcosBxsinAxsinBxcosA 2824222252424  . 

 Порівняємо коефіцієнти при xcos 2  та xsin2  в обох частинах останнього 

рівняння: 

 
.AB

,BA

xsin

xcos

8104

4104

2

2




 

 Дістанемо систему рівнянь: 

 








.BA

,BA

425

252
 

 Розв’яжемо систему рівнянь за формулами Крамера: 

 29254
25

52



 ; 

 28208
45

22
16204

24

52








 BA ;  ; 

 
29

28

29

16
 B;A A




. 

         Отже:   xsinxcosy 2
29

28
2

29

16
 ,  а 
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 
xsinxcoseCCyyy

x
2

29

28
2

29

165
21  загальний розв’язок лінійного 

неоднорідного диференціального рівняння. 

 Приклад 5. Знайти  загальний розв’язок рівняння: 

                xcoseyyy
x

326258
4 . 

 Розв’язання. 

        Маємо:  361006402580258
2  D;kkyyy . 

ik , 3421  ,  де  1i . Загальний розв’язок однорідного рівняння     

 xsinCxcosCey
x

33 21
4  . 

 Частинний розв’язок неоднорідного лінійного рівняння шукатимемо у 

вигляді   ibak;b;a ,  2134 : 

 xsinBxcosAxey
x

33
4  , 

    
xxcosBxsinAexxsinBxcosAey

xx
3333334

44  

 xsinBxcosAe x 334  , 

     
xxcosBxsinAexxsinBxcosAey

xx
333343316

44  

     xxcosBxsinAexsinBxcosAe
xx

33334334
44  

    xcosBxsinAexxsinBxcosAe xx 33333939 44  

   

   

   

  .xsinBxcosAe

xcosBxsinAexxsinBxcosAe

xxcosBxsinAexxsinBxcosAe

xcosBxsinAexsinBxcosAe

x

xx

xx

xx

334

333323939

333383316

3333334

4

44

44

44









 

 Підставимо 
y,y  та   

y  в початкове рівняння та отримаємо: 

   

   

    

   
  .xcosexxsinBxcosAe

xsinBxcosAexxcosBxsinAe

xxsinBxcosAexsinBxcosAe

xcosBxsinAexxsinBxcosAe

xxcosBxsinAexxsinBxcosAe

xx

xx

xx

xx

xx

3263325

333333

3348334

333323939

333383316

44

44

44

44

44











 

  

Після низки арифметичних перетворень останнє рівняння набуває вигляду: 
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 xcosxsinAxsinBxcosAxcosB 32636343436  . 

         Порівняємо коефіцієнти при xcos 3  та xsin3 : 

 
.AB

,AB

xsin

xcos

064

2646

3

3




 

          Отримаємо систему рівнянь 

 








,BA

,BA

023

1332
 

яку розв’яжемо за формулами Крамера: 

 ,1394
23

32





  

 ,A 26
20

313



              ;B 39

03

131





  

         Тоді 

 ;A A 2



                             .B B 3




 

         Отже, маємо    xsinxcosexy
x

3332
4  . 

         Загальний розв’язок неоднорідного рівняння дістанемо у вигляді: 

    xsinxcosexxsinCxcosCey
xx

333233
4

21

4  . 

 

 Приклад 6. Знайти  загальний розв’язок рівняння: 

   xsinxcosyy 32349  . 

 Розв’язання. 

          Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 09  yy  має 

вигляд  xsinCxcosCy 33 21  . Оскільки    xsinxcosxf 3234  , тобто  

biaik;b;a ,  330 21 , то частинний розв’язок неоднорідного 

рівняння буде: 

 xsinBxcosAxy 33  , 

 xcosBxsinAxxsinBxcosAy 333333  , 

 
  .xsinBxcosAxxcosBxsinA

xsinBxcosAxxcosBxsinAxcosBxsinAy

39393636

393933333333



 

 

 Дістанемо: 
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   
,xsinxcos

xsinBxcosAxxsinBxcosAxxcosBxsinA

3234

33939393636




 

 Звідки,  
3

2
3

1  B;A .  Отже  









xsinxcosxy 3
3

2
3

3

1
. 

 Загальним розв’язком лінійного неоднорідного рівняння буде функція  









 

xsinxcosxxsinCxcosCyyy 3
3

2
3

3

1
33 21 . 

 

 Приклад 7. Знайти  загальний розв’язок рівняння: 

                xsinxyy 102003010
2  . 

 Розв’язання. 

         Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 010  yy  має 

вигляд x
eCCy

10
21  .  Права частина початкового рівняння складається з 

двох доданків:       xfxfxf 21  , де      xsinxf;xxf 1020030 2
2

1  .  Тому 

частинний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння теж складається з двох 

доданків:    21 yyy ,  де  
1y   та  

2y   є частинними розв’язками рівнянь: 

2
3010 xyy         та       xsinyy 1020010   

відповідно. 

 Аналогічно попередньому маємо: 

  CxBxAxCBxAxxy  232
1 , 

CBxAxy 
23

2
1 , 

BAxy 261   . 

         Отримаємо:  

   22
30231026 xCBxAxBAx  ,   або 

   22
3010220630 xCBxBAAx  . 

 

.C,CB

,B,AB,BA

,A,A

x

x

x

100

6
0102

10

3
6200206

13030

0

2






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Отже,  x,x,xy 06030
23

1  . 

 

.xsinBxcosAy

,xcosBxsinAy

,xsinBxcosAy

1010010100

10101010

1010

2

2

2







 





 

          Тоді  

  xsinxcosBxsinAxsinBxcosA 1020010101010101010010100  . 

.BA,AB

,BA,BA

xsin

xcos

2200100100

00100100

10

10




 

 Звідки,  11  B;A .  Отже,  xsinxcosy 10102  . 

 Загальний розв’язок початкового лінійного неоднорідного рівняння 

дістанемо у вигляді: 

 xsinxcosx,xeCCy
x

1010060
310

21  . 

  

 Приклад 8.  Розв’язати задачу Коші: 

                   00307102
4  y;y,xeyyy

x . 

 Розв’язання. 

        Аналогічно попередньому маємо: 

 
.k;k,kk

,yyy

1202

02

21

2 


 

 Отже, загальний розв’язок однорідного рівняння буде 

 xx
eCeCy
 2

2
1 . 

    710
4  xexf

x . 

  BAxeyk;k,n;a
x   4

21 1214 , 

   AeBAxey
xx  44

4 , 

     AeBAxeAeAeBAxey
xxxxx 44444

8164416   . 

 Підставимо   
y,y,y  в початкове рівняння: 

        71024816
444444  xeBAxeAeBAxeAeBAxe

xxxxxx , або 

 

      71024816  xBAxABAxABAx . 
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.B,BA,BABAB

,A,AAA

x

x

07107724816

1102416
0 


 

        Частинний розв’язок диференціального рівняння має вигляд:  x
xey

4 , а 

загальний розв’язок  ‒  xxx
xeeCeCy

4
2

2
1   . 

 Використаємо початкові умови, для цього знайдемо y : 

 xxxx
xeeeCeCy

44
2

2
1 42   . 

 Маємо: 







































.C

,C

,CC

,C

,CC

,CC

,eCC

,eCeC

2

1

3

33

02

3

20

03

2

1

21

1

21

21

0
21

0
2

0
1  

        Отже, дістанемо розв’язок задачі Коші: 

 xxx xeeey 42 42    . 

 

 Приклад 9. Розв’язати задачу Коші: 

      11091054301002510 5 ,y;,y,xcosexyyy x   . 

 Розв’язання. 

        Характеристичне рівняння відповідного однорідного диференціального 

рівняння має два рівних кореня  521 ,k . Отже,  xCCey x
21

5  . Оскільки, 

права частина складається  з суми двох різних функцій:  

      xcosxf,exxf x 5430100 2
5

1   , то кожній з них будуть відповідати 

частинні розв’язки  

1y  та  

2y , а    21 yyy . 

  BAxey x   5
1 , 

   AeBAxey xx   55
1 5 , 

     AeBAxeAeAeBAxey xxxxx   55555
1 10255525 . 

 Маємо: 

         xxxxxx exBAxeAeBAxeeBAxe 555555 30100255101025  

          Розділимо це рівняння на  xe 5 : 

      301002510501025  xBAxABAxABAx . 

 

.,BABABBABAB

.AAAA

x

x

1023103020100302510501025

1100255025
0 


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          Тобто,   105
1 ,xey x   .    

 Знайдемо  
2y : 

 

.xsinDxcosCy

,xcosDxsinCy

,xsinDxcosCy

525525

5555

55

2

2

2







 





 

    xcosxsinDxcosCxcosDxsinCxsinDxcosC 545525555510525525  . 

 Прирівняємо коефіцієнти при xcos5  та  xsin5 : 

.C,DCD

,,D,CDC

xsin

xcos

00255025

0804255025

5

5




 

 Отже:  xsin,y 50802  . 

 Дістанемо загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

     xsin,,xexCCey xx 5080105
21

5   . 

 Використаємо початкові умови, щоб знайти 1C   та  2C , для цього треба 

знайти похідну від загального розв’язку: 

     xcos,e,xeCexCCey xxxx 5401055 55
2

5
21

5   . 

 Тоді: 

 








.C,,,CC,

,C,C,

1040150511

21091

221

11  

 Таким чином, розв’язок задачі Коші має вигляд: 

     xsin,,xexey xx 508010210 55   . 

 

 Приклад 10.  Розв’язати  систему рівнянь: 









.yxy

,yxx

t

t

23

2
 

 Розв’язання. 

         Систему лінійних однорідних диференціальних рівнянь першого порядку 

із сталими коефіцієнтами розв’яжемо зведенням її до одного диференціального 

рівняння другого порядку. Для цього перше рівняння системи 

продиференцюємо по t : 

yxx tt  2 . 

         Замість y  підставимо праву частину другого рівняння системи: 
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 yxxx 232  . 

           З останнього виразу виключимо змінну  y . Для цього використаємо 

перше рівняння системи: 

xxy 2 . 

 Отже, маємо: 

  xxxxx 2232  ,  або 

  11010 22 k,k,k,xx  

 
.eCeCx

,eCeCx

tt

tt









21

21  

 Тоді, 

  tttt eCeCeCeCy   2121 2  . 

 Отже, загальний розв’язок системи 

 















.eCeCy

,eCeCx

tt

tt

21

21

3

 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

 Знайти загальні частинні розв’язки задач: 

 

1)  42  xyyy ; 

2)  xeyyy 423  ; 

3)  xcosyyy 340134  ; 

4)  13 2  xyy ; 

5)  xcosxsinyy 724  ; 

6)  xsinxyy 2 ; 

7)  xeyyy 3396  ; 

8)  xcosxxyy 21216 2  ; 

9)          5030221612 4  y,y,exyyy x ; 

10)      6000636372  y,y,xcoseyyy x ; 
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11)  














.yx
dt

dy

,yx
dt

dx

4

 

  

9.  Метод  варіації  довільних  сталих. 

 

 Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого 

порядку з постійними коефіцієнтами: 

 xfqyypy  , 

де     xf    будь-яка функція. 

 Розв’язок цього рівняння буде мати вигляд: 

    2211 yxCyxCy  , 

де 21 y,y   частинні розв’язки відповідного диференціального однорідного 

рівняння, які знаходимо за таблицею 1,       xC,xC 21  функції, які є 

розв’язком системи рівнянь : 

 

 
   

     







.xfyxCyxC

,yxCyxC

2211

2211 0
 

 

 Приклад 1.    Розв’язати рівняння: 

                      
xcos

yy
1

 .    

 Розв’язання. 

        Знайдемо розв’язок відповідного однорідного рівняння: 

 

 

.xcosy,xsiny

,xsiny,xcosy

,xsinCxcosCy

,ik,k,k,yy









21

21

21

22
1010

 

 Загальний розв’язок початкового рівняння буде мати той же вигляд, що і 

загальний розв’язок однорідного рівняння, але  1C   та  2C   не довільні сталі, 

а деякі функції, які знайдемо із системи рівнянь: 
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 













.
xcos

xcosCxsinC

,xsinxCxcosC

1

0

21

21

 

 Розв’яжемо цю систему за формулами Крамера: 

122 


 xsinxcos
xcosxsin

xsinxcos
 , 

11

0

1

0

21



 

xcos
xsin

xcos

;tgx
xcos

xcos

xsin

CC  . 

         Тоді  121
21 









 CC
C;tgxC . 

 Дістанемо функції   xC1   та   xC2 : 

     11 CxcoslndxtgxxC , 

   
 22

CxdxxC . 

 Отже, загальний розв’язок рівняння отримаємо у вигляді: 

     xsinCxxcosCxcoslny
  21 . 

  

 Приклад 2.  Розв’язати рівняння: 

x
e

yyy
3

1

1
65


 . 

 Розв’язання. 

        Частинні розв’язки відповідного однорідного рівняння 065  yyy  з 

характеристичним рівнянням 065
2  kk    ;k 31   22 k  мають вигляд 

xx
ey;ey

2
2

3
1

  . 

 Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння отримаємо у 

вигляді      xx
exCexCy

3
2

2
1

  , де невідомі функції  xC1  та   xC2  

задовольняють системі алгебраїчних лінійних рівнянь відносно  xC1  та  

 xC2 : 

 

















.
e

eCeC

,eCeC

x

xx

xx

3

2
2

3
1

2
2

3
1

1

1
23

0
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Цю систему розв’яжемо за формулами Крамера 

 .eee
ee

ee xxx
xx

xx
555

23

23
32

23








 , 

 

 
x

x

x

e

x

C
e

e

e

e

x
3

2

2

1

1

2

1
2

0

3
1















 , 

 
x

x

e

x

x

C
e

e

e

e

x
3

3

1

13

3

13

0

3
2















 . 

 

         Отже,   
x

x
C

x

x
C

e

e
C;

e

e
C

3

2

23

3

1
11

21
















. 

         Проінтегруємо останні два рівняння: 


 







 1

3
1

3

3

3

3

1 1
3

1

3

1

3

1

3

1

1
CelnCtln

t

dt

dxedt

et

e

dxe
C x

x

x

x

x

. 













33

2

2
11 t

tdt

dxedt

te

e

dxe
C

x

x

x

x

. 

 Маємо під знаком інтеграла правильний раціональний дріб, який 

розкладемо на простіші: 

   
     

   11

11

11111
2

2

223 















 ttt

tCBtttA

tt

CBt

t

A

ttt

t

t

t
. 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

        Звідки, дістанемо : 

      1112  tCtBtttAt . 

.BAC,CBA

,B,BA

,A,A

t

t

t

313131111

310

31311
2







 

        Отже,  
 

 
  




















































4

3

1

1
31

1

3131

1

31

2

2

122

t

dtt

t

dt
dt

tt

t

t
C . 

        Обчислимо окремо 
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 
























  

4

32

4

3222 2

3

43

121
21

21

4

3
21

1

z

dz

z

dzz
dz

z

z

dtdz

zt

zt

dt

t

t
 

 

  










3

2

3

2

2

3

2

1

4

32

3

2

1

2

4

3

2

2
z

arctgwln

z

dt

w

dw

dzzdw

wz
 

 

 
   

3

212
31

2

1

3

212
3

4

3
21

2

1 22 





t
arctgttln

t
arctgtln . 

 




 1
2

2
3

12

3

3
1

6

1
1

3

1
C

e
arctgeelnelnC

x
xxx . 

 Загальний розв’язок лінійного неоднорідного  рівняння дістанемо у 

вигляді 














 

1
6

1
1

3

1
1

3

1 22
1

3 xxxxx
eelnelneCelny  

x
x

eC
e

arctg
3

1
3

12

3

3 










 . 

 

 Приклад 3.  Розв’язати рівняння: 

1


x

x

e

e
yy . 

 Розв’язання. 

        Характеристичне рівняння  0
2  kk  відповідного однорідного 

диференціального рівняння має корені 10 21  k;k ,  тому частинні 

розв’язки однорідного рівняння  xx ey;y,ey;y   2121 01 . 

 Загальний розв’язок неоднорідного рівняння шукатимемо у вигляді 

    x
exCxCy
 21 . Для знаходження невідомих функцій  xC1  та   xC2  

складемо систему: 
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

















































 





.
e

e
C

,
e

e
C

,
e

e
C

,eCC

,
e

e
eC

,eCC

x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

1

1

11

0

2

2

1

2

2

21

2

21

 

         Проінтегруємо кожне з отриманих рівнянь: 


 










 111 11

11
CelnCtln

t

dt

dxedt

et

e

dxe
C x

x

x

x

x

 

 

.Celne

Ctlntdt
t

dt
t

t

dxedt

te

te

e

e
С

xx

x

x

x

x

x





























   

2

2

2

2

11

1
1

1
1

1

1  

        Дістанемо загальний розв’язок початкового рівняння: 

xxxx
eCelneCelny









  21 111 . 

 Приклад 4.  Розв’язати задачу Коші: 

     4020
1

2
2




 y;y,
x

e
yyy

x

. 

 Розв’язання. 

         Частинні розв’язки  відповідного однорідного рівняння 02  yyy  

мають вигляд  xx exy;ey  21 .  Загальний розв’язок початкового 

рівняння дістанемо у вигляді      xx exxCexCy 21  , де невідомі функції  xC1  

та   xC2  задовольняють системі алгебраїчних лінійних рівнянь: 

 

  
 















,
x

e
exeCeC

,xeCeC

x
xxx

xx

1

0

221

21

  або    
 














.
x

xCC

,xCC

1

1
1

0

221

21

 

Звідки, 

 11
11

1



 xx

x

x
 ; 
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














22

222
1

1

1

1

1
1

01

1
1

1

1
0

xx

C;
x

x
x

x

x

C   

 

2

1
1

1 x

xC
C










;                             

2

2
2

1

1

x

C
C










. 

 Знаходимо 





 1

2

21 1
2

1

1
Cxln

x

dxx
C ,        




 222
1

Carctgx
x

dx
C . 

        Отже, загальний розв’язок неоднорідного рівняння має вигляд : 

   xx xeCarctgxeCxlny  







 21

21
2

1
, 

    










  xxxxx

eCarctgxeCarctgxe
x

x
eCxlny

2221
2

1
1

2

1
 

   xeCarctgxeCxlne
x

x xxx 










 

11
2

1

1
21

2

2
. 

 Використаємо початкові умови: 

 































.C

,C

,CC

,C

2

2

4

2

2

1

21

1  

 Розв’язок задачі Коші має вигляд: 

  xx xearctgxexlny 221
2

1 2 







 . 

 

Завдання для самостійного розв’язування 

 

 Знайти загальні розв’язки наступних диференціальних рівнянь. 

 

1)  
xcos

yy
2

1
 .                                             2)  

xsin

xcos
yy

5

5
25

3

2

 . 

3)  
4

2

44
x

e
yyy

x

 .                                         4)  
xcos

yy
4

1
16

3
 . 

5)  
3

2 269
96

x

xx
yyy


 . 
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