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Розв’язання задач з вищої математики часто пов’язано з багатьма складностями. Відомо, що при самостійному розв’язуванні задач студентам потрібні постійні консультації щодо способів їх розв’язування, оскільки знайти шлях до розв’язування задачі без допомоги викладача або відповідного підручника студентові не під силу. Допомогти студентам заочної форми навчання подолати ці складності, навчити їх застосовувати теоретичні знання до розв’язування задач -  основне призначення цього методичного видання.

 Метою видання є надання допомоги студентам у отриманні навичок з розв’язування типових задач, користуючись наведеними теоремами та формулами, а також детально розібраними прикладами.  Там, де це можливо, задачі класифікувалися за темами. До кожного нового типу подано задачі з розв’язуванням і кілька задач того самого типу для самостійного опрацювання.

1.  Матриці і операції над ними. Визначники матриць. Властивості визначників. Обернена матриця.
Матрицею розміру 
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf]називається сукупність елементів
[image: image3.wmf]aij, розміщених  у вигляді прямокутної таблиці, що має m  рядків і  n  стовпців:
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Перший індекс кожного елемента вказує на номер рядка, в якому цей елемент розміщений, другий – на номер стовпця. Матриці позначають прописними буквами латинського алфавіту: А, В, C,….Уживають також більш компактний запис А=(аij)mn.
Матриця називається числовою, якщо її  елементи аij – числа; функціональною, якщо  аij – функції. Ми будемо розглядати, в основному,  числові матриці.

Кажуть,  що матриці А і В мають однакові розміри, якщо у них однакова кількість рядків  і  однакова кількість стовпців. Матриці А і В  вважаються рівними між собою, якщо вони мають однакові розміри, а їхні елементи, що знаходяться на однакових місцях, рівні між собою.

Матриця, у якої кількість рядків дорівнює кількості стовпців (тобто m = n), називається квадратною матрицею порядку n. Квадратна матриця порядку n має вигляд:
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Елементи  а11, a22,…,ann утворюють головну діагональ матриці, а елементи a1n, a2(n-1),…,an1 – побічну.

Деякі квадратні матриці мають власні назви. Зокрема, до них відносяться нульова, діагональна та  одинична матриці.

Нульовою називається матриця, всі елементи якої - нулі.

Якщо всі елементи матриці, окрім розташованих на головній діагоналі, дорівнюють нулю, то в цьому випадку матриця називається діагональною.

Якщо всі елементи діагональної матриці дорівнюють одиниці, то вона називається одиничною матрицею. Одинична матриця має вигляд:
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Матрицю, яку одержують із матриці А заміною її рядків відповідними стовпцями, називають транспонованою і позначають АТ. Транспонована матриця має вигляд:
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Сумою (різницею) матриць А і В називається матриця С, елементи якої сij=aij+bij (сij=aij-bij), де aij  і bij – відповідно елементи матриць А і В. При цьому пишуть С = А + В.

Додавати або віднімати можна тільки матриці однакових розмірів.

Добутком  матриці А на число  α називається матриця С такого ж розміру, елементи якої сij= α aij, де aij – елементи матриці А, тобто при множенні матриці на число (числа на матрицю) треба всі елементи матриці помножити на це число. При цьому пишуть С = α А.

Для довільних матриць А, В, С однакових розмірів і довільних чисел α та β справджуються рівності:
А + В =  В + А;
(А + В) +С = А + (В + С);
α(А + В) = αА + αВ;
(α + β )А = α А + β А;
(α β )А  = α (β А).
Добутком матриці 
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[image: image12.wmf]å

=

=

n

k

kj

ik

ij

b

a

c

1

, де aik, bkj – елементи матриць А і В. Зауважимо, що перемножувати можна тільки ті матриці, в яких кількість стовпців першої матриці дорівнює кількості рядків другої. З існування добутку АВ не означає, що існує добуток ВА.

Якщо АВ = ВА , то матриці А і  В називаються комутативними.
Визначником другого порядку квадратної матриці 
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 називається число 
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Визначником третього порядку квадратної матриці 
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 називається число:
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32

23

11

33

21

12

31

22

13

32

21

13

31

23

12

33

22

11

33

32

31

23

22

21

13

12

11

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

-

-

-

-

+

+

=

=

D


[image: image804.png]


Для обчислення визначників третього порядку існує правило трикутника, яке схематично можна зобразити так:

Аналогічно для квадратної матриці А n-го порядку можна розглянути її визначник n-го порядку. Визначник матриці А часто позначають det A.

Мінором Мij  елемента аij називається визначник, який дістають з визначника матриці А викреслюванням i-го рядка та j-го стовпця.

Алгебричним доповненням Аij елемента  аij називається відповідний мінор, взятий зі знаком «плюс», якщо сума його індексів парна, і зі знаком «мінус», якщо сума його індексів непарна 
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Визначник вищого порядку можна обчислити за допомогою визначників нижчого порядку розкладом за елементами якогось рядка або стовпця. Зокрема, для визначників третього порядку маємо:
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Визначник дорівнює сумі добутків елементів деякого рядка ( стовпця ) на їх алгебричні доповнення.

Основні властивості визначників.

1. Значення визначника не змінюється, якщо його рядки замінити відповідними стовпцями, а стовпці – рядками.

2. Перестановка двох рядків (стовпців) визначника рівносильна множенню його на –1.

3. Якщо визначник має два однакових  рядка (стовпця), то він дорівнює нулю.

4. Якщо всі елементи якого-небудь рядка (стовпця) визначника містять спільний множник, то його можна винести за знак визначника.

5. Якщо всі  елементи деякого рядка (стовпця) визначника  дорівнюють нулю, то і сам визначник дорівнює нулю.

6. Якщо відповідні елементи двох рядків (стовпців) визначника пропорційні, то визначник дорівнює нулю.

7. Якщо кожний елемент деякого рядка (стовпця) визначника є сумою двох доданків, то визначник  дорівнює сумі двох визначників, у яких один у згаданому рядку (стовпці) має перші з заданих доданків, а інший – другі; елементи, що знаходяться на решті місць, у всіх трьох визначниках одні й ті самі. Записується ця властивість таким чином:
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8. Якщо до елементів деякого рядка (стовпця) визначника додати відповідні елементи іншого рядка (стовпця), помножені на довільний спільний множник, то значення визначника при цьому не зміниться.

Матриця А-1 називається оберненою до квадратної матриці А, якщо добуток цих матриць дорівнює одиничній матриці, тобто АА-1=А-1А=Е.
Обернена матриця існує для всякої квадратної матриці А, яка є  невиродженою, тобто коли визначник матриці detA ≠ 0.

Алгоритм знаходження оберненої матриці:
1. Обчислити визначник матриці А. Якщо detA ≠ 0, то матриця А має обернену, в іншому випадку оберненої матриці не існує.

2. Обчислити алгебричні доповнення Аij  елементів матриці А.

3. Визначити обернену матрицю за формулою:
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Зразки розв’язування задач.

1. Знайти матрицю 
[image: image21.wmf]С=2А-3В, якщо  
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Розв’язання:

Користуючись означеннями операцій множення матриці на число та додавання матриць, послідовно знаходимо:
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2. Для матриць 
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 обчислити АТ+ВТ.
Розв’язання:
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3. Для заданих матриць обчислити АВ і  ВА, якщо це можливо:
a) 
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б) 
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Розв’язання:

а) Оскільки задано матриці  А2×2 і В2×2, то можна визначити добутки АВ та ВА. Отже,
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АВ=ВА.
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4. Обчислити визначники:
а) 
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Розв’язання:
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а) Використовуючи формулу для обчислення визначника другого порядку, маємо:

б) 
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в) Користуючись правилом трикутника, знаходимо:
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5. Обчислити визначник 
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 , розклавши його за елементами першого рядка.
Розв’язання:
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6. Обчислити визначник, спочатку спростивши його: 
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Розв’язання:
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7. Знайти матрицю, обернену до матриці 
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Розв’язання:

Знайдемо визначник матриці: 
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Перевіримо, чи виконуються рівності 
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Отже 
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Завдання для самостійної роботи.
8. Для матриць 
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 обчислити АТ-3В, АВ, ВА, АВ+Е.
9. Обчислити визначники:
а)  
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10. Обчислити визначник матриці, яка є добутком двох заданих матриць:
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11. Серед заданих матриць знайти невироджену:
а) 
[image: image70.wmf]÷
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12. Для заданої матриці знайти обернену:   
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6. Перемножити матриці:
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7.  Обчислити:
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2. Системи лінійних  рівнянь. Формули Крамера. Розв’язування систем лінійних рівнянь матричним методом
Системою m лінійних рівнянь з n змінними x1, x2, …, xn називається система, яка має наступний вигляд:
[image: image76.wmf]
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де    аij – коефіцієнти при змінних; bi   - вільні члени, 
[image: image78.wmf].
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Система двох лінійних рівнянь з двома змінними має вигляд:
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(2.1)

а систему трьох лінійних рівнянь з трьома змінними записують у вигляді:
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(2.2)

Метод Крамера. Цей метод розв’язування систем лінійних рівнянь зводиться до обчислення визначників. Так, розв’язок системи (2.1) можна знайти за формулами Крамера:
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Формули Крамера для системи (2.2) мають вигляд:
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дістають з визначника  
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Системи  (2.1) і  (2.2) мають:

а) єдиний розв’язок, коли 
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б) безліч розв’язків, коли  
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в) не мати жодного розв’язку, коли 
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           Матричний метод роз’язання лінійних систем.
Нехай дано систему: 
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Розглянемо три матриці:
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Перша матриця називається  матрицею симтеми, друга матрицею-стовпцем змінних, третя – матрицею-стовпцем вільних членів. Тоді систему можна записати у матричному вигляді: 
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Зразки розв’язування задач.

13. Розв’язати системи рівнянь за формулами Крамера:
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Розв’язання:

a) Заходимо визначник системи
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, тому система має єдиний розв’язок . Знаходимо
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За формулами Крамера , маємо:
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б) Знаходимо визначник системи:
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Система має єдиний розв’язок.
Знаходимо  
[image: image112.wmf]:
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 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf];
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За формулами Крамера, маємо:
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14. Дослідити на сумісність системи лінійних рівнянь та знайти їх розв’язок у випадку сумісності:

а) 
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Розв’язання:

a) Обчислемо визначник системи:
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Визначник системи дорівнює нулю. Система або  має безліч розв’язків, або не має жодного розв’язку. Знаходимо 
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Оскільки, 
[image: image124.wmf]0
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, то система сумісна і невизначена. Для знаходження всіх  розв’язків, відкидаємо третє рівняння, а рівняння , що залишилися, записуємо у вигляді:
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Розв’язуємо отриману систему за формулами Крамера:
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б) 
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, тому що другий і третій рядки пропорційні.

Система або  має безліч розв’язків, або не має жодного розв’язку. 
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Отже, задана система не має жодного розв’язку, тобто вона є несумісною.
15. Розв’язати систему лінійних рівнянь матричним методом:
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Розв’язання:

Запишемо дану систему рівнянь у матричній формі: 
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[image: image135.wmf],
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 значить матриця А має 
обернену матрицю.
          Знайдемо алгебричні доповнення елементів матриці А :
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[image: image137.wmf].
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Скориставшись рівністю 
[image: image138.wmf]В
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, знаходимо розв’язок системи:
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[image: image140.wmf]2
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 - шуканий розв’язок.

 Завдання для самостійної роботи.

1. Розв’язати системи лінійних рівнянь за формулами Крамера:

а) 
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2. Визначити, при яких значеннях а і  b система
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    а) має  один розв’язок;

    б) має  безліч розв’язків;

    в) не має жодного розв’язку.

3. Розв’язати системи лінійних рівнянь матричним методом:

а) 
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3.Вектори в просторі. Основні поняття. Лінійні операції з векторами. Прямокутна система координат у просторі.
Розглянемо напрямлений відрізок, де А – початок, В – кінець. Будемо називати його вектором. Вектор позначають малою буквою латинського алфавіту зі стрілочкою над нею: 
[image: image146.wmf]AB

a

=

.
Довжина вектора  називається його модулем і позначається  таким чином:

[image: image147.wmf]AB

a

=

.
Вектор, довжина якого дорівнює 0 (тобто початок якого збігається з кінцем), називається нульовим.

Одиничним вектором називається вектор, довжина якого дорівнює одиниці.

Вектори, які лежать на паралельних прямих (або на одній і тій самій прямій) називаються колінеарними.

Вектори, які лежать на паралельних площинах (або на одній і тій самій площині), називаються компланарними.

Вектори називаються рівними між собою, якщо вони колінеарні, однаково напрямлені і рівні за модулем.

1. Додавання векторів.

[image: image806.png]


Щоб побудувати суму даних векторів 
[image: image148.wmf]a

 і 
[image: image149.wmf]b

, треба відкласти ці вектори від довільної точки та побудувати на них паралелограм. Сумою векторів буде діагональ, що виходить з початку векторів 
[image: image150.wmf]a

 і 
[image: image151.wmf]b

 (рис. 3.1).

Цей спосіб побудови називається правилом паралелограма.

Суму двох векторів можно побудувати ще й за правилом трикутника.

[image: image807.png]


Відкласти вектор 
[image: image152.wmf]b

 від кінця вектора 
[image: image153.wmf]a

. Сумою векторів 
[image: image154.wmf]a

 і 
[image: image155.wmf]b

 буде вектор, що з’єднує початок 
[image: image156.wmf]a

 з кінцем 
[image: image157.wmf]b

 (рис. 3.2).

[image: image808.png]


Щоб побудувати суму n даних векторів 
[image: image158.wmf]n
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K

, треба від довільної точки відкласти 
[image: image159.wmf]1

a

, потім від його кінця відкласти 
[image: image160.wmf]2

a

 і т.д., нарешті від кінця 
[image: image161.wmf]1

-

n

a

 відкласти 
[image: image162.wmf]n

a

. Сумою векторів буде вектор, напрямлений від початку 
[image: image163.wmf]1

a

 до кінця 
[image: image164.wmf]n

a

 (рис. 3.3).

Рис. 3.3
2. Віднімання векоторів.

[image: image809.png]


Щоб побудувати різницю векторів 
[image: image165.wmf]b

a

-

, треба відкласти ці вектори від довільної точки, з’єднати їх кінці та вибрати на цьому відрізку напрямок від кінця 
[image: image166.wmf]b

 до кінця 
[image: image167.wmf]a

 (рис. 3.4).

3. Множення вектора на число.

Добутком ненульового вектора 
[image: image168.wmf]a

 на число k називається вектор, який має напрям вектора 
[image: image169.wmf]a

, якщо 
[image: image170.wmf]0

>

k

, і протинапрям, якщо 
[image: image171.wmf]0
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 (при 
[image: image172.wmf]0
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, 
[image: image173.wmf]0
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).
Ці три операції називаються лінійними операціями з векторами.

4. Проекція вектора на вісь.

Проекцією вектора на вісь називається довжина направленого відрізка, початок якого є проекція початку вектора і кінець – проекція його кінця, яка береться із знаком плюс, якщо напрями відрізка і осі збігаються, і зі знаком мінус, якщо їх напрями протилежні (рис.3.5).
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Рис. 3.5
Властивості проекції.
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5. Прямокутна система координат.
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6. Правила дій над векторами, заданими своїми координатами.
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7. Довжина вектора. Напрямлені косинуси вектора.


[image: image193.wmf]2

2

2

z

y

x

a

a

a

a

+

+

=

;
[image: image194.wmf]a

a

x

=

a

cos

;


[image: image195.wmf]a

a

y

=

b

cos

;


[image: image196.wmf]a

a

z

=

g

cos

,

де 
[image: image197.wmf]g

b

a

,

,

- кути між 
[image: image198.wmf]a

 та осями OX, OY, OZ.
Для напрямлених конусів справедливо співвідношення:

[image: image199.wmf]1

cos

cos

cos

2

2

2

=

g

+

b

+

a


8. Поділ відрізка в даному відношенні.

Нехай точки А, В мають координати 
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Якщо відрізок АВ поділимо точкою М у відношенні: 
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Розв’язання. Знайдемо суму за правилом трикутника 
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Задача 2. Вектори 
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Розв’язання. 
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Задача 3. Дано: 
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Розв’язання. Використавши властивості проекцій, дістанемо:
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Задача 4. Знайти проекції вектора 
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 на вісь l, яка утворює з вектором кут: 1) 450, 2) 1200, 3) 1500, якщо довжина вектора дорівнює 4.

Розв’язання.
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Задача 5. Знайти периметр трикутника, вершинами якого є точки 
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Розв’язання. Знайдемо координати векторів, що створюють трикутник, та їх довжини:
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Тоді периметр трикутника 
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Задача 6. Обчислити довжину вектора 
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Розв’язання. Знайдемо координати векторів:
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         Тоді довжина шуканого вектора дорівнює:
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Задача 7. Відрізок АВ, де 
[image: image260.wmf](

)

3

;

2

;

7

-

A

, . 
[image: image261.wmf](

)

4

;

0

;

5

-

B

, поділений точкою М у відношенні 
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Розв’язання. 
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Отже 
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Задача 8. Відрізок з кінцями 
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, ділиться в точці М навпіл. Знайдіть довжину відрізка МК, де 
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Розв’язання.
 Знайдемо координати точки М  за формулами:
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Тоді координати вектора 
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Довжина вектора 
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Задача 9. Точки 
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 є вершинами паралелограма, причому А і С – протилежні вершини. Знайдіть четверту вершину D.
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Розв’язання.

Позначимо координати точки 
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         Четверта вершина паралелограма – точка 
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Задача 10. Знайти напрямні косинуси вектора 
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Розв’язання.
 Знайдемо координати вектора 
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Напрямні косинуси дорівнюють:
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 Завдання для самостійної роботи.

Задача 1. У трикутнику АВС проведено медіану АМ. Доведіть, що 
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Задача 2. Дано вектори 
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Задача 3. Точки 
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 є вершинами паралелограма, причому А і С – протилежні вершини. Знайдіть четверту вершину D, а також периметр паралелограму.
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Задача 5. Відрізок АВ задано координатами своїх кінців 
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. Знайти довжину вектора 
[image: image315.wmf]CD

, де С – середина відрізка АВ, D – точка, яка ділить АВ у відношенні 
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Задача 6. Знайти точку В, якщо вектор 
[image: image317.wmf]AB

 має довжину 
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, створює з координатними осями рівні тупі кути, та його початком є точка А (2;-1;3).

Задача 7. Довжина вектора 
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 дорівнює 6; вектор створює з віссю 
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 кут 1500, а з віссю
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 – кут 600 . Знайти точку В, якщо А ( 0 ; 8 ; 3 )     
 4. Скалярний, векторний, мішаний добутки векторів. Застосування в задачах геометрії. Умови перпендикулярності та компланарності векторів.

1. Скалярним добутком векторів називається число, що дорівнює добутку довжин векторів на косинус кута між ними:
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Якщо вектори задані своїми координатами: 
[image: image323.wmf](

)

z

y

x

a

a

a

a

;

;

=

, 
[image: image324.wmf](

)

z

y

x

b

b

b

b

;

;

=

, то скалярний добуток обчислюють за формулою:
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Кут між векторами обчислюють за формулою:
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Умова перпендикулярності векторів 
[image: image327.wmf]a

 і 
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 має вигляд:
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Скалярний квадрат вектора дорівнює:
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Проекція вектора 
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 на напрям вектора 
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2. Векторним добутком двох векторів 
[image: image334.wmf]a

 і 
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 називається третій вектор 
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, який задовольняє умові:
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 утворюють праву трійку векторів, тобто  третій вектор має такий напрям, що при спостереженні з його кінця найближчий поворот від вектора 
[image: image341.wmf]a

 до 
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 виконується проти годинникової стрілки.

Векторний добуток позначається символом 
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Модуль векторного добутку дорівнює площі паралелограма, побудованого на 
[image: image345.wmf]a

 і 
[image: image346.wmf]b

:


[image: image347.wmf]b

a

S

пар

´

=

.
     Площа трикутника обчислюється за формулою:
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Векторній добуток векторів, які задані своїми координатами, обчислюються за формулою:
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Умова колінеарності двох векторів 
[image: image350.wmf]a

 і 
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 має вигляд:

[image: image352.wmf]0

=

´

b

a

 (або 
[image: image353.wmf]z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a

=

=

).
Векторні добутки ортів дорівнюють:

[image: image354.wmf]k

j

i

=

´

;



[image: image355.wmf]i

k

j

=

´

;



[image: image356.wmf]j

i

k

=

´

;


[image: image357.wmf]0

=

´

i

i

;



[image: image358.wmf]0

=

´

j

j

;



[image: image359.wmf]0

=

´

k

k

.
3. Мішаним добутком трьох векторів називається добуток 
[image: image360.wmf](
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Частіше мішаний добуток позначається 
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Якщо вектори задані своїми координатами, то мішаний добуток знаходять за формулою:
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Об’єм паралелепіпеду, який побудований на векторах 
[image: image363.wmf]a
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 як на сторонах, дорівнює модулю мішаного добутку цих векторів:
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           Для об’єму піраміди маємо наступну формулу:
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Умова компланарності трьох векторів має вигляд: 
[image: image368.wmf]0
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Зразки розв’язування задач.

Задача 1. Знайти скалярний добуток векторів 
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Розв’язання. Знайдемо координати векторів: 
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Задача 2. Знайти кут між діагоналями паралелограма, який побудований на векторах 
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Розв’язання. Як відомо, діагоналі паралелограма є 
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         Тоді косинус кута між діагоналями знаходиться за формулою:
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Задача 3. Задано вектори 
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. Обчислити проекцію вектора 
[image: image387.wmf]с
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Розв’язання. Знайдемо координати векторів 
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Обчислимо проекцію 
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)

с

b

+

 на вектор 
[image: image393.wmf]a

 за формулою:
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Задача 4. Дано трикутник своїми вершинами: 
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Розв’язання. Знайдемо координати векторів:
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Умова перпендикулярності двох векторів має вигляд: 
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         Доведено, що вектори перпендикулярні.

Задача 5. Знайти площу паралелограма, який побудований на векторах 
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Розв’язання. Модуль векторного добутку двох векторів дорівнює площі паралелограма, який побудований на цих векторах. Знайдемо векторний добуток:
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          Площа паралелограма дорівнює: 
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Задача 6. Знайти площу трикутника за координатами його вершин: 
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Розв’язання. Розглянемо два вектори, на яких побудовано трикутник, наприклад, 
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         Векторний добуток дорівнює:
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         Тоді площа трикутника дорівнює:
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Задача 7. Розкрити дужки та спростити вираз:
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          Розв’язання.
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Задача 8. При яких значеннях α і β вектори 
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 колінеарні?
Розв’язання. Умова колінеарності двох векторів має вигляд:
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          Звідки 
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Задача 9. Обчислити об’єм  паралелепіпеду і піраміди, які побудовані на векторах 
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Розв’язання. Об’єм паралелепіпеду дорівнює модулю мішаного добутку векторів 
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           Тоді об’єми  паралелепіпеду і піраміди дорівнюють:
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Задача 10. Довести, що точки 
[image: image434.wmf](
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 лежать в одній площині.

Розв’язання.
Щоб довести, що ці чотири точки лежать в одній площині, доведемо, що в одній площині лежать вектори 
[image: image438.wmf]AB

, 
[image: image439.wmf]AC

, 
[image: image440.wmf]AD

, тобто ці три вектори компланарні.
Умова компланарності трьох векторів має вигляд:
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          Знайдемо координати векторів:
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          Обчислимо мішаний добуток векторів:
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          Таким чином, точки A, B, C, D лежать в одній площині.

Завдання для самостійної роботи.

Задача 1. Знайти кут між векторами 
[image: image446.wmf]j
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, а також площу паралелограма, побудованого на них.

Задача 2. Обчислити проекцію вектора 
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Задача 3. Дано вектори: 
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Довести:

1) вектори 
[image: image456.wmf]a

 і 
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 перпендикулярні;

2) вектори 
[image: image458.wmf]a
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 колінеарні;

3) вектори 
[image: image460.wmf]a
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 і 
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 компланарні.

Задача 4. Обчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах: 
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Задача 5. Дано координати вершин піраміди:: 
[image: image466.wmf](
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. Обчислити:

1) кут АВС;

2) площу грані АВС;

3) об’єм піраміди ОАВС.
Задача 6. Чому дорівнює довжина висоти АН трикутника АВС, якщо його сторонами є вектори  
[image: image470.wmf]m
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 та кут між векторами  
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 та 
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 дорівнює 600 ?
Задача 7. З’ясувати, чи належать одній прямій точки А ( 2; 4; 1 ), В ( 3; 7 ; 5) та С(4;10;9). Якщо відповідь є позитивною, виразити вектор 
[image: image475.wmf]AB

 через вектор 
[image: image476.wmf]CB

; у протилежному випадку обчислити площу трикутника АВС.
Задача 8. Сторони трикутника АВС співпадають з векторами 
[image: image477.wmf]n
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 . Обчислити, чому дорівнює довжина сторони ВС, якщо 
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, та кут між векторами 
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 та 
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 дорівнює 300 .
Задача 9. При якому значенні змінної х вектори  
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  будуть перпендикулярними, якщо 
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[image: image486.wmf]5
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, та кут між векторами 
[image: image487.wmf]m

 та 
[image: image488.wmf]n

 дорівнює 600 ? 
5.Загальне і канонічне рівняння прямої. Рівняння прямої у відрізках на осях. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. Рівняння прямої, яка проходить через дві дані точки. Перетин двох прямих.
Пряма на площині в декартових координатах може бути задана одним з наступних рівнянь.
Рівняння вигляду 
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 за умови, що коефіцієнти 
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 одночасно не дорівнюють нулю, називається загальним рівнянням прямої. Розглянемо окремі випадки загального рівняння.
	Значення коефіцієнтів
	Вид рівняння
	Положення прямої
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	Проходить через початок координат
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	Паралельна осі 
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	Збігається з віссю 
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	Збігається з віссю 
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Нехай 
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 - задана точка прямої, а 
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 - вектор, колінеарний прямій: 
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називається канонічним рівнянням прямої.
Рівняння прямої у відрізках на осях має вигляд:


[image: image509.wmf]1
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 - відповідно абсциса і ордината точки перетину прямої з осями 
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 і 
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.
Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом має вигляд:
[image: image514.wmf]b
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 - кутовий коефіцієнт, який дорівнює тангенсу кута нахилу прямої до додатного напряму осі 
[image: image516.wmf]Ox

; 
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 - ордината точки перетину прямої з віссю 
[image: image518.wmf]Oy

.
Рівняння прямої, що проходить через дві дані точки 
[image: image519.wmf](
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Якщо дано дві прямі 
[image: image522.wmf]0
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, які перетинаються, то щоб визначити координати точки перетину цих прямих, треба розв’язати систему рівнянь:
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Зразки розв’язування задач.

Задача 1. Перевірити, чи належать точки 
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Розв’язання.
 Якщо координати точки задовольняють рівнянню, тобто перетворюють його в тотожність, то ця точка належить заданій прямій; якщо координати точки не задовольняють рівнянню, то точка не належить прямій.

Підставивши замість змінних 
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 і 
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 в рівняння 
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 координати точки 
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, дістанемо тотожність  
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, отже точка 
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 належить заданій прямій. Аналогічно переконуємося у тому, що точка 
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 належить прямій, а точки 
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 і 
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 не належать.

Задача 2. Побудуйте прямі:
a) 
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.
Розв’язання.

[image: image817.png]



а) Щоб побудувати пряму, знайдемо координати точок перетину з осями 
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 і 
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. Припустивши, що 
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. Через точки 
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 проводимо шукану пряму (рис. 5.1).
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б) Знайдемо змінну 
[image: image554.wmf]x

 з рівняння 
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. На осі 
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 візьмемо точку 
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 і  проведемо пряму паралельно осі 
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 (рис. 5.2).

                                                     Рис.5.2

в) Знайдемо змінну 
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 з рівняння 
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На осі 
[image: image563.wmf]Oy

 візьмемо точку 
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 і проведемо пряму паралельно осі 
[image: image565.wmf]Ox

 (рис. 5.3 )

                                                    Рис.5.3

Задача 3. Складіть рівняння прямої, що проходить через точку 
[image: image566.wmf](
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 і паралельна вектору 
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Розв’язання.
Використовуючи канонічне рівняння прямої, маємо 
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Доводимо рівняння до загального вигляду:


[image: image569.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image570.wmf](
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Задача 4. Загальне рівняння прямої 
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 перетворити в рівняння  у відрізках на осях та побудувати пряму.
Розв’язання.
Перетворимо рівняння: 
[image: image574.wmf]12
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. Праву та ліву частини рівняння розділимо на 
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 EMBED Equation.3  [image: image576.wmf](
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Тоді 
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 - рівняння у відрізках на осях.
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Тобто 
[image: image579.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image580.wmf]4
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 Отже дістанемо точки 
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 Пряма, яка проведена через точки 
[image: image584.wmf]A

 і 
[image: image585.wmf]B

 - шукана (рис. 5.4).

Задача 5. Обчислить кутовий коефіцієнт прямої  
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Розв’язання.
Розв’язавши рівняння 
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 відносно 
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, дістанемо 
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[image: image591.wmf]      Задача 6. Складіть рівняння прямої, яка проходить через точку 
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 і утворює з віссю 
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 кут 1350.
Розв’язання.
Щоб скласти шукане рівняння прямої, треба знайти 
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 і 
[image: image595.wmf]b

. Знайдемо кутовий коефіцієнт 
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Для визначення 
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 підставимо в рівняння з кутовим коефіцієнтом 
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 координати даної точки і  значення 
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. Дістанемо: 
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. Шукане рівняння має вигляд 
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Задача 7. Складіть рівняння прямої, яка проходить через точки 
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Розв’язання.
 За умовою задачі: 
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. Підставивши ці значення в рівняння прямої, яка проходить через дві точки, дістанемо: 
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Задача 8. Трикутник задано вершинами: 
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. Складіть рівняння медіани 
[image: image615.wmf]BD
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Розв’язання
. 
Знайдемо координати точки 
[image: image616.wmf]D

 - середини сторони 
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Отже, координати точки дорівнюють 
[image: image622.wmf](
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. Тоді рівняння сторони 
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Задача 9. Знайдіть вершини трикутника, якщо його сторони задано рівняннями . 
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Розв’язання.
 Щоб знайти координати вершин трикутника, треба розв’язати три системи рівнянь:
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Перша система має розв’язок:


[image: image637.wmf](

)

î

í

ì

=

+

-

-

-

=

0

11

7

4

4

3

7

4

x

x

x

y



 EMBED Equation.3  [image: image638.wmf]Þ
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Друга система має розв’язок:
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Третя система має розв’язок:
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Отже, вершинами трикутника є точки 
[image: image654.wmf](
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Завдання для самостійної роботи.

Задача 1.При якому значенні коефіцієнта 
[image: image657.wmf]k

 пряма 
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 проходить через точку перетину прямих 
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Задача2. Пряма проходить через точку 
[image: image661.wmf](
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[image: image662.wmf]Ox

 кут, що дорівнює 
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. Знайдіть на цій прямій точку з абсцисою 
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Задача 3. Дано рівняння сторін трикутника: 
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. Знайдіть рівняння його медіан.

Задача 4. На прямій 
[image: image668.wmf]0
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 знайдіть точку, яка лежить від осі в три рази далі, ніж від осі 
[image: image669.wmf]Ox

.

Задача 5. Складіть рівняння прямої, яка перпендикулярна до даного вектора і проходить через точку перетину даних прямих:

a) 
[image: image670.wmf](

)

3

5

-

=

n

, 


[image: image671.wmf]0

17

3

2

=

-

+

y

x

;


[image: image672.wmf]0

6

=

-

+

y

x

.

b) 
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Задача 6. Записати рівняння прямої, зображеної на рисунку. 
[image: image676.wmf] 
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Задача 7. Записати рівняння прямих, які проходять через точку А(3;-1) та створюють кут 450 з прямою 
[image: image677.wmf]3
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.
Задача 8. Діагоналі ромба, які дорівнюють 12 та 6 одиницям, лежать на координатних осях Ох та Оу відповідно. Записати рівняння сторін ромба. Зробити рисунок.
Задача 9. Обчислити площу трикутника, створеного осями координат та прямою 
[image: image678.wmf]0
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 . Зробити рисунок.
Задача 10. Знайти точку перетину прямих 
[image: image679.wmf]0
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 та АВ, якщо А(2;1) та В(1;-3).
 6. Кут між двома прямими. Пучок прямих, які проходять через дану точку. Нормальне рівняння прямої. Відстань від точки до прямої.

Кут 
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 між двома прямими, які задані загальними рівняннями 
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, обчислюється за формулою:
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Якщо прямі задані рівняннями 
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, то кут між прямими обчислюється за формулою:
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Умова паралельності двох прямих: 
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Умова перпендикулярності двох прямих: 
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Рівняння пучка прямих, які проходять через дану точку 
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, має вигляд:
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Нормальне рівняння прямої 
[image: image693.wmf](
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 і вибрати знак протилежний знаку 
[image: image696.wmf]C

.

Відстань від точки 
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Зразки розв’язування задач.

Задача 1. Знайти гострий кут між прямими:

1) 
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Розв’язання. 

1) Кутові коефіцієнти даних прямих дорівнюють 
[image: image704.wmf]5

 і 
[image: image705.wmf]2
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 Отже 
[image: image707.wmf]'
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2) Косинус кута між прямими беремо за модулем:
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Отже 

[image: image709.wmf]0
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Задача 2. Дано трикутник з вершинами 
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. Знайдіть внутрішні кути цього трикутника.

Розв’язання.
 Знаходимо кутові коефіцієнти сторін цього трикутника:
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Знайдемо кути трикутника:

                           
[image: image716.wmf](
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Отже 
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Задача 3. Які з прямих паралельні?
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Розв’язання.
 Паралельні прямі мають однакові кутові коефіцієнти.
 Знайдемо кутові коефіцієнти прямих:
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 Таким чином, 
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Задача 4. Складіть рівняння прямої, яка проходить через точку 
[image: image731.wmf](
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Розв’язання.
 Знайдемо кутовий коефіцієнт даної прямої 
[image: image733.wmf]12
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Оскільки дана і шукана прямі паралельні, то їх кутові коефіцієнти рівні, тобто 
[image: image736.wmf]4
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. Шукана пряма проходить через точку 
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Задача 5. При якому значенні параметра 
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Розв’язання.
 Кутові коефіцієнти перпендикулярних прямих зв’язані між собою співвідношенням: 
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Для даних прямих: 
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Задача 6. Перевірте, чи перпендикулярні прямі:

1) 
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Розв’язання. 

1) Перевіримо виконання умови 
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2) Якщо прямі задані рівняннями з кутовими коефіцієнтами, то умова перпендикулярності має вигляд: 
[image: image759.wmf]1
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. Кутові коефіцієнти даних прямих дорівнюють:
[image: image760.wmf]3
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;
[image: image761.wmf]3
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. Умова перпендикулярності не виконується, отже, прямі неперпендикулярні.
3) Рівняння першої прямої запишемо у вигляді: 
[image: image762.wmf]3
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. Тоді 
[image: image763.wmf]2
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. Друга пряма має кутовий коефіцієнт: 
[image: image764.wmf]3
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. Умова перпендикулярності виконується: 
[image: image765.wmf]2
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[image: image766.wmf]3
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. Прямі перпендикулярні.

Задача 7. Складіть рівняння прямої, яка проходить через  точку 
[image: image767.wmf](
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 перпендикулярно до прямої 
[image: image768.wmf]0
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Розв’язання.
 Знайдемо кутовий коефіцієнт даної прямої: 
[image: image769.wmf]5

4

1

-

=

k

. Тоді кутовий коефіцієнт шуканої прямої 
[image: image770.wmf]4
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 . Отже її рівняння має вигляд 
[image: image771.wmf](
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Задача 8.  Знайдіть відстань від точки 
[image: image773.wmf](
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Розв’язання.
 Використовуючи формулу для обчислювання відстані від точки до прямої, дістанемо:
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Задача 9. Знайдіть відстань між двома паралельними прямими 
[image: image776.wmf]0
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 і 
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Розв’язання.
 Знайдемо будь-яку точку на першій прямій. Якщо візьмемо 
[image: image778.wmf]0
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, то 
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. Тоді 
[image: image780.wmf]2
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. Таким чином, точка 
[image: image781.wmf](
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 належить першій прямій. Отже, відстань від цієї точки до прямої 
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 обчислюється за формулою:
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Одержуємо 
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Завдання для самостійної роботи.

Задача1. Складіть рівняння прямих, які проходять через точку 
[image: image785.wmf](
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 до прямої 
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Задача2. Знайдіть рівняння двох перпендикулярів до прямої 
[image: image788.wmf]0
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 у точках перетину її з осями координат.

Задача3. Трикутник задано вершинами 
[image: image789.wmf](
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. Знайдіть: кути 
[image: image792.wmf]B
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;рівняння висоти, яка проведена з вершини 
[image: image794.wmf]C

; довжину перпендикуляра до сторони 
[image: image795.wmf]AB

, який проходить через вершину 
[image: image796.wmf]C
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Задача4. Дві протилежні вершини квадрата лежать у точках 
[image: image797.wmf](
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.Складіть рівняння сторін і діагоналей цього квадрата.

Задача5. Знайти відстань між прямими 
[image: image799.wmf]0
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 , якщо вони паралельні, або кут між ними, якщо прямі перетинаються.
Задача6. Записати рівняння прямої, зображеної на рисунку. Обчислити відстань від початку координат до цієї прямої.

        
[image: image801.wmf] 
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Задача7. Записати рівняння прямих, перпендикулярних до прямої 
[image: image802.wmf]0
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 та віддалених від точки М(3;-1) на 
[image: image803.wmf]5

 одиниць.
Задача 8. Обчислити тангенс куту, створеного висотою ВК та медіаною ВК трикутника АВС, якщо А(1;5), В(7;1) та С(9; 7).
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